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PREFATA

Lucrarea de fata cuprinde prima parte din materia parcursa de studentii Academiei
Fortelor Aeriene “Henri Coanda”, in cadrul cursului de Semnale si Circuite Electronice.

In lucrare sunt prezentate o parte din problemele fundamenatele referitoare la
transmiterea si prelucrarea semnalelor 1n circuitele electronice sau electrice.

Lucrarea a fost elaborata in conformitate cu cerintele planurilor de invatadmant si a
programelor analitice.

O parte din temele prezentate au fost dezvoltate suplimentar pentru a oferii
studentilor posibilitatea de a aprofunda intelegerea fenomenelor fizice ce au loc in cazul
analizei semnalelor. S-a cautat ca dezvoltarile matematice sa fie legate de aspectele fizice
ale problemelor discutate si in general acesetea sd conduca la rezultate utilizabile in
practica.

Autorul aduce multumiri domnului sef lucrdri dr. ing. Cristian-George
Constantinescu pentru observatiile valoroase facute pe parcursul conceperii acestei lucrari.

Autorul
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1. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

1.1 Caracteristici generale ale semnalelor

In telecomunicatii semnalele sunt marimi fizice cu ajutorul cirora se transmit
mesaje. Semnalul este o oscilatie electrica, obtinuta fie de la un generator construit special
pentru acest scop, fie intr-o sectiune oarecare a unui aparat sau sistem electronic.

Un aparat electronic este constituit dintr-un lant de subansambluri succesive la care
se evidentiaza bornele (poarta de intrare, respectiv de iesire). Schema bloc al unui
subansamblu dintr-un aparat este prezentata in figura 1.1.

1 2
Subansambln
{Circuit)
% Ci o
- =

Fig. 1.1. Subansamblul unui sistem, echipament sau aparat electronic

In cele mai multe cazuri circuitele pot fi considerate ca niste cuadripoli (diporti) ce
prezinta patru borne de acces specializate: doud borne reprezintd poarta de intrare (1,
respectiv 1), iar alte doud poarta de iesire (2, respectiv 2'). Oscilatia aplicata la bornele de
intrare este de obicei numita semnal iar cea de de la iesire este raspunsul circuitului G la
semnalul aplicat. Evident raspunsul circuitului C; poate fi semnal (de intrare) pentru
diportul C;4; situat in aval de Ci; in mod asemandtor semnalul de intrare al circuitului C;
poate fi raspunsul circuitului Ci_; aflat in amonte de C;.

In sistemele de comunicatii semnalul electric (initial) ce trebuie prelucrat provine
de obicei de la un traductor, de exemplu de la un microfon, care transformda o marime
neelectricd 1n una electrica. Cursul de fatd nu face obiectul studiului traductoarelor, de
aceea se va considera ca la intrarea circuitelor se aplicd un semnal electric.

Deoarece intereseaza evolutia trecutd sau viitoare a unui semnal, trebuie presupus
functii de timp evolutia unui semnal, acestea se pot clasifica in doud grupe:

» Semnale deterministe
Semnalele pot fi exprimate prin functii analitice de timp x(t)cu un numar finit de

parametri.
» Semnale aleatoare

Semnalele nu pot fi exprimate prin functii analitice de timp cu un numar finit de
parametri, ci prin functii aleatoare. Prin aprecieri probabilistice se poate determina

Un semnal aleator nu este previzibil si de aceea contine o anumitd cantitate de
informatie. Intuitiv se poate spune ca semnalul contine o cantitate mai mare de informatie
cu cat evolutia acestuia este mai putin probabila.

Caracterul Intdmplator al semnalelor este determinat de cel putin doua cauze:

» Prima cauza rezida in insdsi natura fenomenului care este reprodus de semnal.
Studiind de exemplu semnalul de la iesirea unui microfon trebuie evidentiat caracterul
intamplator al semnalului deoarece nu se poate prevedea exact care vor fi cuvintele,
silabele sau literele pe care le va pronunta persoana ce vorbeste In fata microfonului.
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» O adoua cauza este conferita de complexitatea deosebitd a fenomenelor reproduse
de semnal:

1) fenomene in care intervin un numar mare de elemente, fiind dificil de a oferi o
caracterizare determinista tuturor parametrilor acestora;

2) fenomene de mare finete, greu de abordat cu mijloacele de investigatie actuale;

Un exemplu de semnal electric determinist poate fi tensiunea electricd de c.a.
monofazat. Se cunoaste sau se poate determina in orice moment totalitatea parametrilor ce
caracterizeaza semnalul (amplitudine, frecventa, fazd), datorita faptului cd acest semnal
poate fi descris printr-o expresie matematica simpla.

Rotatia Pamantului in jurul Soarelui poate sd fie interpretatd ca un semnal
determinist neelectric, deoarece pentru pamanteni nu aduce nicio informatie. Datorita
calendarelor (care joacd in acest caz rolul functiei analitice) se cunosc momentele in care
Soarele rasare sau apune.

Semnalele transmise 1n sistemele de telecomunicatii, in scopul realizarii schimbului
de mesaje Intre doi sau mai multi corespondenti au caracter aleator (intdmplator). Pentru
verificarea si reglarea functionarii subansamblurilor constitutive ale sistemelor se transmit
semnale deterministe, asa numitele semnale test.

Cunoscand parametrii caracteristici ai semnalului test introdus intr-un echipament
sau sistem electronic, precum si functiile subansamblurilor acestuia, se masoara parametrii
oscilatiilor de la iegire stabilindu-se daca functionarea este corecta.

Pentru a apropia testarea de conditiile de lucru reale (in regim de semnale
nedeterministe) semnalele test se aleg astfel incat sd simuleze cit mai bine semnalul
existent in realitate (semnale de aceeasi putere, plasate in aceasi domeniu de frecventa...).

In cursul de fati se studiazi doar semnalele deterministe.

Analiza semnalelor stabileste posibilitatile de a reprezenta semnalele prin sume
discrete sau continue de functii elementare (exponentiale, sinusoidale, treapta unitate ...).

Aceasta reprezentare matematica este utila pentru urmatoarele scopuri practice:

» Determinarea intervalului de frecvente (banda de frecventa) ce trebuie alocat
canalului de telecomunicatii afectat pentru transmiterea lui;

» Determinarea raspunsului circuitelor liniare la un semnal dat. Aceasta se realizeaza
prin determinarea raspunsului circuitului analizat la un semnal elementar si apoi, aplicand
principiul superpozitiei, se determind raspunsul circuitului la suma semnalelor elementare
ce compun semnalul dat.

Analiza semnalelor se simplificd daca functiile de timp ce le caracterizeazd au
urmatoarele proprietati:

» periodicitate;

> simetrie;

> continuitate;

A. Periodicitatea
Un semnal x(t) este periodic daca functia de timp care il descrie satisface relatia:
x(t)=x(t+kT) (1.1.)
unde:
k eN, T — reprezinta perioada semnalului (intervalul minim de timp dupa care semnalul
x(t) serepeta identic).
In figura 1.2 sunt reprezentate formele de undia ale unor semnale periodice,
respectiv neperiodice.
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Observatie:

» Semnalul neperiodic poate fi considerat un caz limita al unui semnal periodic, la
care perioada tinde spre infinit.

» Clasificarea semnalelor in semnale periodice si neperiodice este utila din punct de
vedere teoretic, Intrucat instrumentul matematic de analiza a semnalelor diferd in functie
de apartenenta la una din categoriile mentionate mai sus, dupd cum se va vedea ulterior in
cadrul cursului de fata. Astfel:

1) pentru analiza semnalelor periodice se utilizeaza seriile Fourier;

2) pentru analiza semnalelor neperiodice se utilizeaza transformata Fourier;

B. Simetria
Un semnal x(t) este par daca functia de timp care il descrie satisface relatia:
x(—t)=x(t) (1.2)
Observatie:
» Semnalul este simetric fata de ordonata ( 0 Y).
» Un exemplu de semnal par 1l constitue semnalul x (t)zAcos ot .

Un semnal x(t) este impar daca functia de timp care il descrie satisface relatia:
X(—t)=—x(t) (1.3)
Observatie:
» Semnalul este simetric fata de originea axelor.
> Un exemplu de semnal par il constitue semnalul x (t)=Asin ot .

Analizand semnalele din figura 1.2, se poate observa ca:
» Semnalele din figura 1.1 a), d), e) , f) sunt pare.
» Semnalul din figura 1.1 ¢) este impar.
» Semnalul din figura 1.1 d) nu este nici par nici impar.
Se poate demonstra (demonstratia este simpld, putand fi realizata ca exercitiu) ca:
» in cazul in care semnalul este par

to ty
[x(Hdt=2]x(t)dt (1.4)
—tg 0
» 1in cazul in care semnalul este impar

to

jx(t)dtzo (1.5)

by

In analiza spectrali a semnalelor intervine deseori calculul unor integrale de forma
(1.4) sau (1.5), de aceea clasificarea semnalelor in pare sau impare (daca este posibil)
aduce o simplificare substantiala a calculelor.

C. Continuitatea
Un semnal x(t) este continuu in momentul t=t, daca:

limx(t, —e)=limx(t, +¢) (1.6)
>0 >0
Observatie:
» Semnalele din figura 1.1 a), ¢) , e), f) sunt continue pe tot domeniul de definitie;

kT
» Semnalul din figura 1.1 b) prezinta discontinuitdti In momentele t:{t KT ;
L x
:

» Semnalul din figura 1.1 e) prezintd discontinuitatit in momentele t=+ 5

3
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1.2. Tipuri de semnale electrice. Parametrii electrici ai semnalelor.

Din intreaga diversitate de semnale electrice se prezintd doar acelea care vor face
obiectul unor analize in cursul de fatd. Acestea sunt modele ideale de semnale, ce contin
caracteristicile generale si esentiale ale semnalelor reale. Aceste semnale (ideale)
elementare, luate separat, nu transmit nicio informatie 1n afard de aceea a existentei lor.

In Cursul de fatd se studiazi numai semnalele electrice. Acestea trebuie si reflecte
cat cmai fidel anumite mesaje, ca de exemplu: mesaje telegrafice, convorbiri telefonice,
muzicd, imagini fixe sau mobile, mesaje continand date numerice, etc.

Mesajele de orice naturd ar fi sunt transformate in semnale electrice, curnti sau
tensiuni variabile in timp, cu ajutorul traductoarelor. La punctul de receptie, semnalul
electric este din nou transformat in mesaj prin intermediul altor traductoare.

Semnalele vor fi prezentate atat sub forma analiticd cat si graficd, punand in
evidentd parametrii electrici ai acestora.

1.2.1. Semnale periodice

Spre exemplificare se vor prezenta doua tipuri de semnale.
A. Semnale sinusoidale (cosinusoidale)
Expresia analitica a semnalului este urmatoarea:

x (t)=Asin (0ot +@, ) (1.7)
Considerand cd semnalul descris prin (1.7) este un semnal electric, parametrii ce-l
definesc sunt urmatorii:

» A —amplitudinea semnalului [V] sau [A]
Observatie:
In practica este des utilizata valoarea efectiva a semnalului, definiti astfel:

V2

A =7A ~0.707 A (1.8)
» o, - pulsatia [rad /s]
Cum
27
®, =T=2nf (1.9)

se pot pune in evidenta alti doi parametrii:
» f - frecventa semnalului [Hz]
» T — perioada semnalului [s]
Relatia matematicd dintre frecventa si perioada este urmatoarea:
f _L (1.10)
T
Observatie:
Conform (1.9) si (1.10) este suficient a se preciza doar unul din cei trei parametrii:
pulsatie, frecventa respectiv faza.
» @,- faza initiala [rad]
Utilizand parametrii electrici asfel definiti, expresia analiticd (1.7) a semnalului sinusoidal
are forma:

x(t)z\/EAefsin(2cht+(p0)=\/§Aefsin(zT—ntnL(pOj (1.11)

Forma de unda a semnalului este prezentata in figura 1.3.
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Fig. 1.3. Forma de unda a unui semnal sinusoidal (cosinusoidal)

B. Semnale dreptunghiulare
Expresia analiticd a semnalului este urmatoarea:

A (K, i
*O=10 0¢it, st (T (112)

Forma de unda a semnalului este prezentata in figura 1.4.

X':tj'ul T .
- - i
P i

A=

Fig. 1.4 Semnalul periodic dreptunghiular

Parametrii electrici ai semnalului periodic dreptunghiular sunt urmatorii:
» A —amplitudinea semnalului [V] sau [A]
» T — perioada semnalului [s]

» 1=t, —t, - durata impulsului [s] (1.13)

> qz% - factorul de umplere al semnalului (1.14)
Observatie:

» Factorul de umplere al unui semnal periodic dreptunghiular are o valoare
subunitara. 0(q(1 (1.15)

In cazul unui semnal periodic dreptunghiular se poate pune in evidentd componenta
continua a acestuia.
Prin definitie:

1 1% T
X =—|x(t)dt=— | Adt=A—=qgA 1.16
cc TJ. (t) T;[ T q ( )

T

1.2.2. Semnale neperiodice

Se prezintd expresiile matematice si formele de unda a doua impulsuri des utilizate
in telecomunicatii.
A. Impulsul video
Expresia analitica a semnalului este urmatoarea:

(A (Kt
Xv(t)—{o et 1) (1.17)
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Forma de unda a impulsului video este prezentata in figura 1.5.

%, (t)

¥

Fig.1.5 Impulsul video

Parametrii electrici ai impulsului video sunt urmatorii:
» A — amplitudinea semnalului [V] sau [A]
» 1t=t, —t, - durata impulsului [s]
B. Impulsul radio

Expresia analitica a semnalului este urmatoarea:

Xr(t)z{ACOSQOt t (t(t, (L18)

0 te(t,t,)
Observatie:
» Se poate scrie ca:
X, (t) =x, (t)cos(Q,t) (1.19)
undex , (t) este impulsul video.

Parametrii electrici ai impulsului radio sunt urmaétorii:
» A —amplitudinea semnalului [V] sau [A]
» 1=t, —t, - durata impulsului [s]
» Q, - pulsatia semnalului periodic sinusoidal (cosinusoidal) ce intrd in componenta

impulsului radio.
Observatie:
» Se poate pune in evidentd perioada T, respectiv frecventa F; a semnalului

periodic sinusoidal (cosinusoidal) ce intrd in componenta impulsului radio, astfel:

2
Q, =T—n=2nF0; T,

0
Impulsul radio se obtine prin “decuparea” unei durate finite t dintr-un semnal
periodic sinusoidal (cosinusoidal).
Forma de unda a impulsului radio este prezentata in figura 1.6.

XI (t} [
T

A -

| -

Fig.1.6 Impulsul radio
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1.3. Reprezentarea semnalelor in domeniul timp si iIn domeniul frecventa

Orice semnal x (t) poate fi caracterizat prin doud reprezentari:

» reprezentarea in domeniul timp;
» reprezentarea in domeniul frecventa;
Aceste reprezentdri mai sunt denumite in mod curent:
» forma de unda a semnalului;
» spectrul de frecvente al semnalului;

Oricare din aceste doua reprezentari caracterizeaza in mod univoc semnalul, adica
unei reprezentdri in domeniul timp 1i corespunde o singurd reprezentare in domeniul
frecventa si invers, unei reprezentari in frecventa i corespunde o singurd reprezentare in
timp.

Pentru a se realiza trecerea de la reprezentarea in timp la cea in frecventa si invers
s-a pus la punct un apart matematic ce poate fi numit domeniul “transformatelor”. Pentru a
intelege cat mai bine aceastd reprezentare duald a semnalelor este obligatorie o buna
insusire a acestor metode matematice.

Abordarea matematica de trecere din domeniul timp in domeniul frecventd trebuie
dublatd de o interpretare fizica a fenomenelor, lucru care la inceput este oarecum dificil.
Aceasta dificultate se poate datora faptului ca pana acum fenomenele fizice au fost studiate
ca evolutie a lor in timp, fiind deci reprezentate prin expresii de tipul x (t)

De asemenea evolutia unui semnal in timp poate fi mai usor vizualizatd decat
evolutia acestuia in frecventd, (care poate fi eventual auzitd - dacd frecventele semnalului
se situeazd in domeniul audio).

O metoda ce poate fi abordatd pentru intelegerea reprezentarii in frecventd a
semnalelor este aceea de a le auzi, diferentiindu-le dupa tonalitate (sunete mai joase -
vocea de bas, sau mai inalte - vocea de soprana).

Deoarede instalatiile de radiotehnica au o multitudine de destinatii, este mai comod
ca in unele cazuri sd se utilizeze reprezentarea spectrala (in frecventd) iar in altele cea in
timp.

De exemplu, rolul unui filtru este de a lasa sa treaca oscilatiile dintr-un interval de
frecvente si de a le opri pe celelalte. Rezultd ca de fapt filtrul modifica forma spectrului
oscilatiei aplicate. In acest caz este evident ci este mai indicat s se utilizeze reprezentarea
spectrala.

In cazul unei scheme de transmitere a impulsurilor intereseazd in special
distorsionarea pe care o suferd forma impulsurilor si deci va fi mai indicatd reprezentarea
acestora prin expresiile lor in timp.

Observatie:

> 1In cazul semnalelor periodice trecerea de la reprezentarea in timp la cea in
frecventa se obtine cu ajutorul seriilor Fourier.

> In cazul semnalelor neperiodice trecerea de la reprezentarea in timp la cea in
frecventa se obtine cu ajutorul transformatei Fourier sau Laplace.

Pentru a intelege aceastd reprezentare duald (timp/frecventd) se vor considera
cazurile simple a doud semnale periodice.

1.3.1. Reprezentarea in domeniul timp si frecventa a unui semnal sinusoidal

Expresia analitica a semnalului este datd de (1.7):

x(t)zA0 sin (mot+(p0)

Reprezentarea in domeniul timp se obtine considerand ca variabila independenta
timpul.
Grafic, se obtine forma de unda a semnalului prezentata in figura 1.3.
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Reprezentarea in domeniul frecventda  se obtine considerdind ca variabild
independenta pulsatia - ®, (sau frecventa - f;).
Grafic, se pot obtine doud reprezentari:
» spectrul de amplitudini al semnalului in care se ilustreaza variatia amplitudinii
semnalului functie de pulsatie (frecventd) - A(o)) sau A(f )- vezi-figura 1.7.a).
» spectrul de faze al semnalului in care se ilustreaza variatia fazei semnalului functie
de pulsatie (frecventa ) - (p(oa) sau (p(f ) - vezi- figura 1.7.b).
Al b Pl 4

IR T b)

T :

o (f) ® (f) o (fa) o (f)

Fig. 1.7. Semnal sinusoidal (cosinusoidal); a) spectrul de amplitudini, b) spectrul de faze

1.3.2. Reprezentarea in domeniul timp si in frecventd ale unui semnal exprimat
printr-o suma de semnale sinusoidale.

Expresia analitica a semnalului este:
N
x(t)=>" A, sin(ot+0¢,) (1.20)
k=1

Spectrul de amplitudini al semnalului este prezentat in figura 1.8.a) iar spectrul de faze al
semnalului este prezentat in figura 1.8.b).

Agland
A
Ay
b a)
[ 7
| .
wilh ) we(fz) @s(fz) ity ) @ (f)
rl@)f
s
- P b}
[ ]
o1(f) 02(f) ox(B) . an(fe) @ ()

Fig. 1.8. a) Spectrul de amplitudini, b) Spectrul de faze, ale unui semnal exprimat printr-o suma de semnale
sinusoidale
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Observatie:

» Unui semnal sinusoidal ii corespunde o singurai linie spectrala (fie de amplitudine,
fie de faza).

» Unei sume de semnale sinusoidale 1i va corespunde un spectru discret de
amplitudini, respectiv faze (fiecarei frecvente i va corespunde o singurd valoare de
amplitudine, respectiv faza)

» Cum metoda de analiza spectrala a unui semnal periodic nesinusoidal este de
a-l1 aproxima printr-o sumi de semnale sinusoidale de frecvente diferite si cum
fiecarei frecvente ii corespunde o singuria amplitudine, respectiv fazi, rezulta ca
acestui semnal ii corespunde un spectru discret de amplitudini (faze).

» Daca in expresia (1.20) N— oo, iar (@k+| -, )—) 0, in diagramele spectrale de

amplitudini si de faze, liniile spectrale devin atat de dese incat nu se poate face nici o
distinctie intre doua linii succesive. In acest caz, spectrele discrete A, (o, )si ¢, (o, ) se
transformi in spectre continue notate A(o) si o(o).

O posibilad explicatie a semnificatiei fizice a spectrelor de amplitudine si de faza
este urmatoarea:

Se presupune ca se emite un semnal electric a carui frecventd f, este situatd in
domeniul audio. Pe durata de emisie a acestui semnal nu mai existd alt trafic audio. Daca
receptorul este fixat pe orice frecventd f #f;, nu se aude nimic (se subliniaza situatia
ipoteticd: nu se mai emite nici un alt semnal). Doar daca receptorul este fixat pe frecventa
emitatorului f = f; se va auzi semnalul emis.

Aceastd explicatie este conformd cu reprezentarea spectrala din figura 1.7 a) unde
functia A(m) este diferitda de zero doar pentru o singurd valoare a frecventei. Cu cat

amplitudinea A a semnalului emis are valoare mai mare cu atat semnalul se va auzi mai
tare.

In cazul in care se emite (in intreg spectrul audio) un semnal de tipul (1.20) (suma
finitd de semnale sinusoidale) se va putea receptiona (auzi) doar la frecventele f,,f,...fy.

Pentru a intelege semnificatia fizicd a spectrului de faze se presupune céd se emit
(concomitent) doud semnale sinusoidale ce difera doar prin faza initiald (¢, <@,).

Acordand receptorul pe frecventa de emisie a semnalelor, f,, se va receptiona (auzi) initial

semnalul caracterizat de ¢,, pentru ca ulterior, dupd un interval de timp At = P2 7%

fy
poata fi receptionat si semnalul de faza ¢,, cu observatia cd din acest moment taria
sunetului va fi data de amplitudinea semnalului rezultat:

x(t) = Asin(oyt + ¢, )+ Asin(wyt + ¢, )= Acos[Lz(pzj sin(mot + WT(PZJ .
| —

amplitudine
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1.4. Analiza semnalelor. Generalitati

Conform definitiei anterioare, analiza semnalului x(t) constd in echivalarea sa
printr-o suma de semnale elementare:

x(t)=3a. £, (¢) (121)
n=0

unde:

» a, sunt coeficienti,

> £ (t) sunt expresiile analitice ale semnalelor elementare;
Observatie:

» Este indicat ca functiile f, (t) sa aiba o reprezentare analitica simpla;

» Relatia (1.21) este deosebit de importanta in cazul circuitelor liniare la care se
poate aplica teorema superpozitiei; daca y(t), ¢, (t) sunt raspunsurile circuitului liniar la
semnalele x(t), f, (t) se poate scrie ca:

y(1)=2a,0,() (122)

In acest caz raspunsul la semnalul x(t) se deduce prin insumarea raspunsurilor
partiale, obtinute pentru semnalele elementare f, (t);

» N poate fi finit sau infinit.

Calculele sunt mai comode atunci cand N este finit si de o valoare mica; in acest
caz atat semnalul cat si raspunsul se exprima printr-un numar redus de termeni.

Cand N este teoretic infinit, se contatd cd valorile coeficientilor a, scad incepand
de la o valoare n,,, arangului n; prin aceasta se pot neglija termeni cu rangul n)n__ sise
obtine o exprimare aproximativi a semnalului x (t).

» Analiza semnalului consta in determinarea coeficientilor a, atunci cind este
dat semnalul x (t)si cAnd este precizat setul de functii f,(t).

> Sinteza este operatia opusa analizei ; se presupun cunoscuti coeficientii a si
setul de functii f(t) si se cere determinarea expresiei restrinse a semnalului x (t).

Se observi ca pentru realizarea analizei unui semnal x (t) este necesar a se preciza
functiile f, (t).

Pentru a realiza analiza semnalelor utilizind seriile Fourier (mod de lucru ce face
obiectul cursului de fatd) setul de functii f, (t) utilizat este urmatorul:

L,cos(nz—nt}sin(nz—ntj (1.22)
V2 T T

Analiza Fourier se bazeaza pe functii trigonometrice, ceea ce semnifica faptul ca un
semnal oarecare x(t) este aproximat printr-o sumi infiniti de semnale sinusoidale de
amplitudini, frecvente si faze initiale diferite.

Cunoscand expresia semnalului x(t) si setul de functii f,(t), trebuie determinati
coeficientii a,,, adicd amplitudinile corespunzatoare.

Pentru ca relatiile de calcul pentru coeficientii a, sa fie cat mai simple setul de
functii f, (t) trebuie sa se bucure de proprietatea de ortogonalitate, adica:

to+T 2 _
[, (OF, (D) dt ={OC > pt.m=n (1.23)
to

R pt. m#n



16 Analiza si prelucrarea semnalelor

unde:
> t, - este un moment oarecare;
» T - este domeniul de ortogonalitate;
» C - reprezinta norma functiilor;
In cazul in care C=1, setul de functii este ortonormat.

in cazul in care una din functiile f, (t) este o constanti A , atunci din conditia de

to+T
ortogonalitate _[A Adt =C? se obtine valoarea constantei:
to
A= < (1.24)

JT
Determinarea coeficientilor a, (adicd de fapt calculele matematice ce constitue

analiza semnalului) se realizeaza inmultind ambii membri ai egalitatii (1.23) cu functia
f. (t) si apoi integrand pe intervalul de ortogonalitate, astfel:

Jx(0)f, ())de =] (Zanfn( 0 m(t)Jdt= ioa( .T[fn(t)fm(t)dt](lf)

T T\ n=0
< 2~ 2 2
Ya,C*=>a,C =a,C° pt. m=n
n=0
0 pt. m#n
de unde se obtine formula:

a (t)dt (1.25)

m =T i x(t)f,
Pentru a demonstra exactitatea dezvoltarii semnalului x (t) dupa expresia (1.21), in
care coeficientii a, se calculeaza conform (1.25), se presupune cd se poate scrie:

N
x(t)= > b.f, (t), adica ar mai exista o dezvoltare a aceluiasi semnal, constituitd cu alti

coeficienti b, , dar cu acelasi set de functii f, (t).
Eroarea medie patraticad (marime pozitiva sau cel mult nuld) are expresia:

= l[x(t)—éb“fn (t)Tdtzo

In urma unor calcule simple, in care se tine cont de expresia (1.21) a semnalului
x(t), se obtine:

D=T[x<t>—§bnfn<t>}zdt= I x2<t>—zx<t>§bnfn<t>+[§bnfnmjz -

n=0 T

=£x2(t)dt—j2x(t)§bf dt+j[zbnfn Jz = [x*(t)dt—

T n=0 T\ n=0 T

_2£(§anfn J(i)b ]dt+j‘Hn Ob f (1)) J+2(ébif1(t)bjfj(t)ﬂdt

Conform proprietitii de ortogonalitate (1.23), a setului de functii f, (t), termenii
expresiei anterioare devin:
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[ Z0.00] Evun0)a- Mﬁoanbn( OF |+ oo ions ﬂ

n=0 n=0 i#]

n=0 T i#] T
2 0

-3 loan 07 e 23 an Jros 0] e Sa,

C

M-
o
=2 1

J l:(é(bnfn (t))zj + 2(% bifi(t)bf, (t)]] dt =

T i#]

N (123) N N
+2) bibj[_[fi(t)fj(t)dtJ = Y Cb:=C*>b;
n=0 n=0

i#] T

0
In consecinta:

N N
D= jx t)dt—C* Za . +CP b2 Jx dt+sz(b —a, ) —C*>al
n=0 n=0 n=0 n=0
Se observa ca eroarea medie patratica, D, este minima in raport cu alegerea
coeficientilor b, atunci cand b, =a,, adicd atunci cand coeficientii dezvoltarii
semnalului x(t) sunt calculati conform (1.21).
Cum D >0 se obtine inegalitatea lui Bessel:

jx t)dt >C? Za (1.26)

Slstemul de semnale elementare f, (t) este complet in conditia in care D —0
atunci cand N — 0, 1n acest caz expresia (1.26) conducand la o egalitate ce poartd numele
de teorema Parseval.

jx t)dt —sza (1.27)

Acestor rezultate matematice li se pot atribui urmatoarele semnificatii fizice:
» Totalitatea coeficientilor a constitue spectrul semnalului, iar coeficientii nsisi
sunt amplitudinile componentelor spectrale.
In figura 1.9 este reprezentat spectrul unui semnal oarecare x (t)

d]
ag a2
“ as ay
0 1 2 3 V) 1

Fig. 1.9. Spectrul de amplitudini al semnalului x(t)
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» Confom teoremei lui Parceval se poate da o interpretare energiei semnalului.
Considerand ca x(t) este un curent sau o tensiune aplicatd pe un rezistor R=1Q, se

recunoaste ca expresia Ixz(t)dt exprima energia semnalului, continuta in intervalul T.
T
Rezultd cd energia semnalului este calculabild printr-o insumare spectrald: fiecare
componenta da o contributie energetica proportionald cu patratul amplitudinii sale.
» Puterea semnalului, mediata pe intervalul unei perioade are urmatoarea expresie:

N
P, =C"Ya)=[x*(t)dt (1.28)
n=0 T
Setul de functii alese pentru a realiza analiza Fourier a semnalelor sunt:
cos(nz—ntj,sin(nz—ntj (1.29)
T T
Aceste functii sunt ortogonale, avand norma:
T
C=,— 1.30
5 (1.30)

Notant (;):21_—7c se verifica faptul ca functiile (1.28) sunt ortogonale, deoarece:

jcos(moat)cos(n@t)dt _l5 daca m=n

T 0, daca m#n

I daca m=n
jsin(mmt)sin(nmt)dt =22’ B
0,

T daca m#n

Icos (mwt)sin(nwt)dt =0 ,pentru orice m,n

T

Pentru a putea analiza §i semnale care contin termeni constanti se va lucra cu
urmatorul set de functii ortogonale:

A,cos nz—nt ,sin nz—nt (1.30)
T T

Din conditia (1.24), rezulta ca:

S V2! (131)

VT AT 2
Concluzie:

Pentru a realiza analiza Fourier, se recurge la setul de functii trigonometrice
precizat de (1.22).

Functiile trigonometrice nu sunt singurele utilizate la analiza semnalelor, in
consecintd analiza Fourier nu este unica metodd de lucru. Daca in locul functiilor
trigonometrice se utilizeaza in dezvoltarea (1.21) functiile Legendre, Laguerre, Cebisev,
Hermite etc. se dezvoltd semnalul in serie Fourier-Legendre, Fourier-Laguerre etc., prin
aceasta efectudndu-se analiza Fourier-Legendre, Fourier-Laguerre.
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1.5. Analiza spectrald a semnalelor periodice

Analiza spectrald a semnalelor periodice constd in descompunerea acestora in
functii elementare (semnale sinusoidale de amplitudini, frecvente si faze initiale diferite).
Un semnal periodic x(t)de perioada T poate fi dezvoltat in serie Fourier daca

satisface conditiile Dirichlet, si anume:
to+T
» sa fie o functie de modul integrabil pe intervalul T, adica, J |x (t) dt sa fie finita;
to
» sa aiba un numar de discontinuitati finite in intervalul unei perioade;
» sd aiba un numar finit de maxime si minime in interiorul unei perioade;
Dezvoltarea unui semnal periodic x (t) in serii Fourier poate sd ia aiba urmatoarele

» forma trigonometrica (S.F.T.);
» forma armonica (S.F.A.);
» forma exponentiala (S.F.E.);

1.5.1. Tipuri de dezvoltari prin serii Fourier

Toate cele trei tipuri de dezvoltiri in serie Fourier a unui semnal x(t) sunt

echivalente intre ele din punct de vedere matematic. Fiecare dintre ele oferd facilitati
specifice ce ajutd la interpretarea fizica a fenomenelor.
A. Forma trigonometricd a dezvoltarii Fourier (S.F.T.)
Expresia matematicd a dezvoltarii semnalului x(t) in serie Fourier trigonometrica

este urmatoarea:
x(t) =C, +§:Cn cos(noaot)+ isn sin (n(x)ot) (1.32)
n=1 n=l

1 o o .. . <
unde f, =?:2—0 reprezintd frecventa de repetitie a semnalului, ce poartd numele de
n

frecventa fundamentala.
Coeficientit C,, C,, S, se calculeazd conform (1.25), utilizdnd setul de functii

(1.22), obtinandu-se relatiile:

1
C, =T£x(t)dt (1.33)
C, =% 1 x(t) cos (na, t)dt (1.34)
S, :% i x(t)sin (n, t)dt (1.35)

Utilizand scrierea semnalului sub forma S.F.T. se pot calcula direct coeficientii
de tipul a .
B. Forma armonica a dezvoltarii Fourier (S.F.A.)
Seria trigonometrica poate fi reprezentatd intr-o forma mai compactd, denumita
forma armonica, utilizind numai functii cosinusoidale.

x(t) = iAn COS(Il(Dot+(Pn)=A0 +iAn cos(n(oot+(pn) (1.36)

n=0 n=l

A, =4C%+8? (1.37)

unde:



20 Analiza si prelucrarea semnalelor

S
= —arctg—- 1.38
P, & (1.38)

n
A, =C, (1.39)
Seria Fourier armonica da o descompunere a semnalului periodic intr-o suma de
semnale cosinusoidale ale caror frecvente sunt multipli ai frecventei fundamentale -f;- a

semnalului periodic.
Utilizand scrierea semnalului sub forma S.F.A. se poate reprezenta spectrul
semnalului, deoarece expresia (1.36) precizeaza valorile amplitudinilor (A)),

respectiv fazelor (¢, ) pentru fiecare armonica.

Scriind in detaliu expresia (1.36) se pune in evidentd componenta continuad si
armonicile semnalului.

X(t)=Ay+ A, cos(logt +,)+ A, cos(2myt + ¢, )+...A, cos(kmyt+ ¢, )+...
» Componenta continud - (la frecventa f= 0)
A, =C,

» Armonica fundamentala (fundamentala) - (la frecventa f =f, = % ,n=1)
A, cos (1m0t+(p1)

» Armonica de ordinul doi - (la frecventa f = 2f, = % ,n=2)

» Armonica de ordinul k - (la frecventa f =kf, = % ,n=k)

A, cos(ko,t+o, )

Observatie:
> in cazul in care semnalul x(t) este un semnal par, dezvoltarea in serie armonica
va coincide cu dezvoltarea in serie trigonometrica.
Cum functia sinus este impara, rezultd ca x(t)sin(no, t) este o functie impara iar
conform (1.5) se obtine ca S, =0.
Din (1.37) 51 (1.38) rezultd ca A =C_, respectiv ¢, =0
fn concluzie semnalul x (t) par poate fi scris sub forma:
x(t) :iAn cos(nw,t)=C, +i:Cn cos(nw,t) (1.40)
n=0 n=1
> 1In cazul in care semnalul x (t) este un semnal impar, conform (1.34) se obtine ca
C, =0sidin(1.37)rezultaca A =S, .
Demonstratia faptului ca C, =0 se bazeaza pe observatia cd functia cosinus este
pard, ca x(t)cos(nw, t) este o functie impara, pe care se aplicd (1.5).

Din (1.33) 51 (1.38) rezultd ca C, =0, respectiv ¢, =—§.
in concluzie semnalul poate fi scris ca o suma de functii sinusoidale de forma:
x(t) =S, cos(naw,t) (1.41)

n=l

Componenta continud a semnalului este nuld, A, =0.
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Observatii:

» Caracterizarea in domeniul frecventa se realizeaza prin diagramele spectrale
asociate seriei armonice, spectrul de amplitudine A (nw,)sau A, (nf,) si spectrul de faze

¢,(noy)sau @, (nf, ).
» Valoarea coeficientilor reprezintd amplitudinile armonicelor de pulsatie n o, (sau

frecventd nf)).

» Liniile spectrale asociate seriei armonice vor fi localizate la multiplii ai frecventei
fundamentale: o, (f;, ),20, (2f; ), ... No, (Nf; ), ...

C. Forma exponentiala a dezvoltarii Fourier ( S.F.E.)
Expresia dezvoltarii exponentiale este urmatoarea:

x(t)= DA e (1.42)
n=-—oo
Aceastd expresie se obtine din S.F.T. prin exprimarea functiilor sinus si cosinus sub
forma exponentiala, utilizand relatiile lui Euler.
Demonstratie:
Relatiile lui Euler sunt urmatoarele:

ejnmot +e—jn030t ejn(not _e—jnmot

cos(nwyt)= 3 . sin(noyt)= 2]
Semnalul scris sub forma de S.F.T. devine:
x(t)=Cy + [—(Cn ;an)ew +@ew} (1.43)

Expresia (1.42) poate fi scrisd sub forma:

-1 . 0 . 0 . O .
X(t)=Ag + YA YA M = A+ DA e T A e (1.44)
n=-—oo n=1 n=1 n=1
unde s-au folosit notatiile:
Anc :Anc (n(’oO); A— =Anc (—HOJO)
Din identificarea coeficientilor din expresiile (1.43) si (1.44) rezulta:

nc

Ay =Cy =A,
P e L1 (1.45)
2
C,+]
A_nc — n JSI’I
2
Relatiile (1.45) pun in evidenta legatura dintre coeficientii seriei armonice si celei
trigonometrice.
Coeficientii S.F.E. se pot obtine direct utilizdnd relatia:
1 .
A, =—|x(t)e " dt 1.46
e [0 (146)
Coeficientii A, sunt mdrimi complexe putind fi reprezentate prin modul si faza
A =|A, e (1.47)
s
A
AL =A==
2
S (1.48)
=@, =—arctg—"
0, =0, 8-
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Seria exponentiald este preferatd, in multe cazuri, celei armonice datorita
simplitatii operatiilor (derivare, integrare) cu functii exponentiale, precum si datorita
caracterului mai general al acestei reprezentari.
Observatii:
» Caracterizarea in domeniul frecventa se realizeaza prin diagramele spectrale
asociate seriei exponentiale,

b, (nfo)-

» Liniile spectrale asociate seriei armonice vor fi localizate la frecventele
T, (£f)), 20, (£2f, ), ...+ No, (£Nf, ), ... Se prezintd in paralel diagramele spectrale

Anc(ncoo)(sau ‘Am(nfojsi spectrul de faze ¢,(nw,)sau

de amplitudine ale aceluiasi semnal x(t) dezvoltat prin S.F.A. — figura 1.10 a) si prin
S.F.E. - figura 1.10 b)

Ap(w) ¢
Ay
Ay )
Ag
—— -La.‘-3
Ay
O ofl) ouf) o) apite) @ (6
Agel) 4
A -le -t":"a-lc b}
-'-E'-‘--EL' -I-'I:ILI:I 1 -'-ll:ll-‘-Zl'_'
4":'5..3.-_- 4":"&3c
A “He -[ -[ -'-ll:ll-‘-NE
A—Tﬁ/ T -
-G -G -os(-55) —wal-E) -an(-f) |0 i) wa(f) ws(fz) ouity) @l

Fig.1.10 Diagramele spectrale de amplitudine ale semnalului x (t);
a) dezvoltat prin S.F.A. b) prin S.F.E.

» Semnificatia frecventelor negative este urmatoarea: doud componente exponentiale
localizate simetric fatd de ordonatd se insumeazd si dau o componentd sinusoidald de
frecventa pozitiva. Frecventele negative sunt introduse de acest instrument matematic de
analiza, care este seria Fourier exponentiald si care opereazd cu semnale exponentiale.
Acestea nu au semnificatie fizicd luate individual, ci numai in perchi de componene de
frecvente *kw, . Ca atare, atunci cand se analizeazd spectrul unui semnal periodic
utilizdnd seria exponentiala, trebuie sd se tind seama cid frecventele componentelor cu

existentd reald sunt cele pozitive, iar amplitudinile acestor componente sunt la jumatate din
valoarea celor obtinute prin serie armonica.
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1.5.2. Banda de frecventa ocupati de un semnal periodic

» Spectrul unui semnal periodic este discret. Exista semnal doar la multiplii ai
freventei fundamentale, care corespunde perioadei semnalului.
» Teoretic, spectrele semnalelor periodice se intind de la @=01a @w=co . Practic

spectrele sunt limitate. Reprezentarea diagramei spectrale de amplitudini pune in
evidenta legea de descrestere a amplitudinilor armonicelor, permitind sa se limiteze
seria la un termen de la care incepand, amplitudinea componentelor este neglijabila.
Trunchierea seriei de la un anumit termen depinde de cerintele impuse tipului de
comunicatie care utilizeazd semnalul respectiv. Se pot considera neglijabile componentele
ale caror amplitudini sunt mai mici decat o anumitd fractiune din amplitudinea
fundamentalei.

» Banda de frecventi ocupata de un semnal cuprinde frecventele armonicelor a
ciror amplitudini sunt mai mari decit o anumiti fractiune din amplitudinea
fundamentalei. in urma realizarii analizei spectrale se poate determina litimea benzii de
frecvente ocupata de acel semnal.

1.5.3. Algoritmul utilizat in analiza spectrali a semnalelor periodice

Pentru o cat mai corectd abordare a pasilor matematici ce au ca scop analiza

spectrald a unui semnal periodic se propune urmatorul algoritm:

1) Scrierea expresiei matematice a semnalului;

2) Reprezentarea graficd a evolutiei in timp a semnalului;

3) Analiza simetriei semnalului;

4) Dezvoltarea semnalului in S.F.T.;

5) Dezvoltarea semnalului in S.F.A_;

6) Reprezentarea spectrului de amplitudine si de faza;

7) Determinarea largimea de banda a semnalului;

Ca exemplu a fost aleasa analiza spectrald a unui semnal periodic dreptunghiular.

1) Scrierea expresiei matematice a semnalului;

0 t,((T
2) Reprezentarea in timp a semnalului este prezentata in figura 1.11.

A 0(t(ty t
x(t) = q= T (factorul de umplere)

()&

A

—t

~T (-T+t;) 0 T (t,+T) 2T
Fig. 1.11 Semnalul periodic dreptunghiular

3) Din reprezentarea grafica (precum si din expresia matematicd) se observa ca x (t)
nu este nici par nici impar.
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4) Dezvoltarea semnalului in S.F.T.
Expresia semnalului este urmatoarea:

x(t)=C, + iCn cos(nwyt)+ isn sin(no,t)
n=1 n=1

Calculul coeficientilor:

1 1Y t
C,=—[x()dt=—[Adt=A-L=gA
0 T{() T{ +=d

2 24
C. =—|x(t)cos(nmw, t)dt=— | A cos(nw,t)dt=
; Tlu (nwy t) T{ (not)

2A (.
T(sm(noaot)ﬁ)‘ ):

_2A sin(nmotl):isin(nmotl)zisin@nnq)
no,T nm nm

S —ij(t)sin(nm t)dt—zTAsin(nm t)dt=— 2A (cos(noa t)|t‘)—
"Ty ‘ Ty ‘ no,T o

S (cos(nmot];'):_ 2A (Cosncootl—1)=A(1—cos2nnq)
no,T no,T nm

. 2
S-a tinut cont de faptul cd ©, = Tn

sin(x)

Utilizand functia sinc(x)z (sinus atenuat), expresiile coeficientilor

dezvoltarii trigonometrice sunt urméatoarele:
Cy=qA;C, = 2quinc(2nnq) ;S, = i(1 —cos2mnq)
nn

Forma de unda a functiei sinc (x) este prezentata in figura 1.12.

iy
sinf =)

s

f T Ep O T
om 47 67 wt [rad]

sincixE)

Fig. 1.12 Formele de unda a semnalelor sinus atenuat — sinc (x) — si sin (x)

5) Dezvoltarea semnalului in S.F.A.
Expresia semnalului este urmatoarea:

x(t) = iAn cos(nmot+(pn)=A0 +iAn cos(nwot+(pn)

n=0 n=1
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Calculul coeficientilor:
A,=C,=qA

A 4A
A =w/C2 +S? =—/2-2cosnm,t, = 1
B ! " nmn 0l nw,T

nw,t, | _
S 1=

S, 1—-cos2nnq 2sin” tnq
¢, =—arctg— = —arctgl —— | = —arctg - =—7nq
C sin 2mnq 2sin tnqcos tnq

sin 2gAsinc(nnq)

n

Pentru o mai buna intelegere a scrierii semnalului printr-o serie Fourier se prezinta
expresiile desfasurate ale armonicelor.
» Componenta continud - (la frecventa f= 0)
A,=C,=qA
> Armonica fundamentald (fundamentala) - A, cos(lo,t+ ;)

la frecventa: f =f, :% ,n=1;

de amplitudine: A, = 2qAsinc(nq) = 2A sinmq ;
T

> Armonica de ordinul doi - A, cos(2w,t+ ¢, )

la frecventa: f = 2f, :% ,h=2;

de amplitudine: A, =2qAsinc(2nq) = ésin 2nq;
T

> Armonica de ordinul k - A, cos(k®,t+ ¢, )

la frecventa: f =kf|, =£ ,h=k;

de amplitudine: A, =2qAsinc(knq) = i—Asin knq
T

Expresia desfasurata a semnalului x (t) scris sub forma S.F.A. este urmitoarea:

x(t) = iAn cos(noyt+o,)=A, + iAn cos(nwyt+@, )=

n=0 n=1

=qA+ 2A sin(mq) cos(wyt—mq) + A sin(2nq)cos(2oyt—2mq) +...
T T
et i—A sin(knq) cos(kw,t—knq) +... + 2A sin(nnq) cos(nw,t—nmnq) +...
T nm

a R 1 .. . . . D
In cazul in are care q = g , expresiile matematice ale primelor cinci armonici si a

semnalului aproximat pana la a cincea armonica sunt urmatoarele:

> A (t):&sin(ﬁj cos(oaot —E) ;
T 5 5

> A (t)zﬁsin 52_7t cos| 2m t_Z_n ;
2 o 5 s

> A, (t)z% sin(%j cos(3 oyt —%) ;
I
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> A, (t)zﬂ sin(%} 005(4 ot —45—RJ ;

47

> A (t)=§sm o cos| Sm t—5—n =0;
sn o Us s

Expresia aproximativa a semnalului (prin insumarea primelor 5 armonici $i a componentei
continue) este urmatoarea:

A 2A (= ) A (2=n 27
x(t)z—+—sm — |cos| wygt—— | +—sIn cos| 2myt—— [+
5 T 5 5 T 5 5
2A 3n 3n) A . (4n 4n
+——sin| — |cos| 3wt —— [+ —sin| — |cos| 4w t——
3n 5 5 2n 5 5

In figura 1.13 sunt reprezentate formele de undi ale primele patru armonici ale

. . . 1
semnalului x (t), in cazul in care q = 3

L4101

ANVANYARYEN
VARVERV.

& Aol Armonica fundamentald

AWAWAVAWAWAWAN
VUV Y VUV

 As(t) Armenica de ordinul doi

ANANNNAAANT
VRVAVAVAVRVAVAVAY

Armonica de ordinul trei

[ Aqit)

NANNANNANANNANANNAS o
)/UUUUUUUUU\/UV

Armonica de ordinul patru

Fig. 1.13 Formele de unda ale primelor patru armonici, corespunzatoare unui semnal dreptunghiular x (t) ,in

cazul In care q = —
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In figura 1.14 este reprezentati forma de undi a semnalului x (t) comparativ cu cea

obtinutd prin insumarea primelor 5, 10, 15, respectiv 50 de armonici.

(1) F

)
t

\./ 7 u >
b)

7 B 7 >~

il
T

c)

v “ul v -
d)

I

]

™

| i

Fig. 1.14 Forma de unda ale semnalului x (t)comparativ cu cea obtinuta prin insumarea primelor 5,10, 15,
respectiv 50 de armonici
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6) Reprezentarea spectrului de amplitudine si de faza
Forma armonica a dezvoltarii Fourier ofera posibilitatea de a reprezenta spectrul de
amplitudini al semnalului A =f(®)sauA, =f{(f).
Pentru a realiza aceasta reprezentare grafica se reaminteste ca:
» Spectrul unui semnal periodic este discret;
> |AD|AG] kell..o), limA, =0;
k—o
Pentru acest tip de semnal (dreptunghiular) existd armonici a caror amplitudine este
nuld. Ordinul, (k) al armonicelor care se anuleaza se determina astfel:
A, =0 = 2qAsinc(knq) =0 = sinknq=0 = knq=mnunde me Z =

Lm (1.49)
q

Pentru a realiza reprezentarile grafice ale spectrului de amplitudine se considera
. R 1
cazul particular in care q = —.

In acest caz:

A
AO :?
2A . (nm) 2A . (nm
A, =—sin¢| — | =—sin| —
5 5 mn 5
__Tmn,
¢y 5’
In acest caz armonicele de ordin k = 5m,m € N* sunt nule.
Calculul amplitudinilor si fazelor corespunzatoare primelor 10 armonici este urmatorul:
2A i i A 6m 6T
A =—sin| —|; o, =—— Ag=——sin| — [; oy =——
B [5]% 5 67 3n (sj% 5
A 2n 2n 2A n n
A, =—sin| — [; ¢, =—— A, =———sin| — [; 0; =——
T on (sj% 5 T TIn (SJ% 5
A3——As1n3—n, 3:_3_75 Ag——smg—n, gz—g—n
3n 5 5 I 5 5
2A
A4:is1n4—n, 4:—4—n A9:—s1n9—n, 9__9_75
27 5 5 on 5 5

Reprezentarile grafice ale spectrului de amplitudini, respectiv. a modulului
spectrului de amplitudini sunt prezentate in figurile 1.15. respectiv 1.16.
Observatie:
Cu linie punctata este reprezentata infasuratoarea (anvelopa) spectrului. Din analiza
formei infasuratoarei se pot obtine doua informatii:
» Punctele de trecere prin zero ale infasuratorei semnifica valorile frecventei
armonicelor a caror amplitudine se anuleza.
> Amplitudinile armonicelor sunt situate intre axa absciselor si infasuritoare. In acest
mod se poate observa tendinta de variatie (scadere) a amplitudinilor odatd cu cresterea
frecventei armonicelor.
In figura 1.15 se observi ci existd armonici ce au o amplitudine negativi. Acestea
nu au nicio semnificatie fizica. Din acest motiv uzual se reprezintd modulul spectrului de
amplitudini.
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Fig. 1.15 Spectrul de amplitudini al unui semnal periodic dreptunghiular (q = %j
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Fig. 1.16 Modulul spectrului de amplitudini al unui semnal periodic dreptunghiular

7) Determinarea largimii de banda a semnalului;

In cazul semnalului periodic dreptunghiular, se considerd cad limita superioarad a
benzii este egald cu frecventa primei armonici a carei amplitudine este nuld. Conform
(1.49) primul punct de trecere prin zero al spectrului sau prima trecere prin zero a
infasuritoarei semnalului se obtine pentru m = 1. In concluzie

B {o,f—ﬂ [Hz] (1.50)
q

Conform (1.50) rezultd ca pentru reconstituirea semnalului este suficienta retinerea
armonicilor situate In primul “lob” al infasuratoarei spectrului semnalului (figura 1.15 si
1.16). Numarul armonicelor cuprinse in banda de frecventa este dat de expresia:

{l_l} (1.51)
q

Conform figurii 1.14 a), se observa ca pentru refacerea semnalului dreptunghiular
este suficient a se receptiona doar primele patru armonici ale semnalului. Ulterior acest
semnal este prelucrat electronic pentru a se obtine un semnal dreptunghiular. Retinerea
doar a unei parti (banda de frecventd) din spectrul infinit al unui semnal periodic se
realizeaza cu ajutorul unui filtru trece banda (F.T.B.). Acesta este un circuit electronic ce
atenueazd componentele spectrale ce se considerd a fi inutile in cadrul unui proces de
receptie.
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1.6. Analiza spectrala a semnalelor neperiodice

1.6.1. Notiuni introductive. Transformata Fourier

Semnalul neperiodic poate fi considerat un caz limitd al unui semnal periodic, la
care perioada tinde spre infinit. Cum in cazul semnalelor periodice trecerea din
domeniul timp, in domeniul frecventa se realizeaza prin intermediul seriilor Fourier,
in cazul semnalelor neperiodice legitura dintre cele doui domenii se realizeaza prin
intermediul transformatei Fourier.

Se reamintesc urmatoarele expresii matematice:
Transformata Fourier directd a unui semnal neperiodic x (t) (impuls) este:

Fix(0)} =X(jo) = [x(te®ds (152)

Transformata Fourier inversa sau originalul x (t) se obtine cu relatia:
F X (jo)} = x(t) = 2L [X(jo)e’ do (1.53)
T —0

Impulsul este un semnal determinist, de duratd finitd. Se poate afirma cad toate
semnalele deterministe sunt impulsuri, deoarece, in realitate duratele acestora sunt finite.
Conform paragrafului 1.5. s-a vazut ca este util (in unele cazuri) ca semnalul sa fie definit
pe intervalul t e (— oo,oo), asociindui-se functii periodice in timp.

Impulsul este un semnal neperiodic, dar trebuie precizat cd nu orice semnal
neperiodic este impuls. De exemplu un semnal intamplator, cu durata finitd sau infinita
este neperiodic dar nu constituie un impuls.

In figura 1.17 sunt prezentate citeva forme tipice de impulsuri. In toate cele trei
cazuri prezentate limitele domeniului lor de existentd, t,,t,, sunt finite.

I () I (1)

A1 '\‘ C:'

AL ﬂ mm,
0

ol | ~ |

ol b

Fig.1.17 Impulsuri; a) impuls exprimat printr-o succesiune de segmente; b) impuls de forma oarecare, cu
variatie continud; c¢) impuls de radiofrecventa
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Analizand indeplinirea conditiilor matematice necesare analizei, pot fi considerate
ca impulsuri si semnalele la care unul sau ambele momente t,,t, sunt infinite.
In figura 1.18 se prezinta cateva din aceste impulsuri.

) bty (1)
1 1 1
a) )] c)
t t t
‘hX(t:I ‘hX(t) "Xlitjl
1
1 ;
Gt
) 2 ) £
t t t
- | ] i i
2 2

Fig.1.18 Impulsuri; a) impulsul treapta unitate; b) impulsul exponential; ¢) impulsul exponential simetric; d)
clopotul lui Gauss; e) impulsul Dirac; f) impuls dreptunghiular simetric cu aria egala cu unitatea.

» impulsul treapta unitate:

1 t>0 e
o(t) = , momentul t, este infinit; (1.54)
0 t<0
» impulsul exponential:
x(t) =e ™ t >0, momentul t, este infinit; (1.55)
» impulsul exponential simetric:
x(t) =e_°‘M, momentele t,,t, sunt infinite; (1.56)
» clopotul lui Gauss:
x(t) =efott2 , momentele t,,t, sunt infinite; (1.57)
» impulsul Dirac (functia impuls unitate):
0 t=0 e
3(t) = ; [s(mdi=1 (1.58)
o0 t=0 -

A. Impulsul Dirac
Se observa ca impulsul Dirac nu este definit printr-o functie de timp in sensul
matematic obisnuit, caracteristica lui fiind aceea ca are duratd nuld, amplitudine infinita si
integrala pe orice domeniu simetric fatd de ordonatd egald cu unitatea. 5(t) poate fi

. . o . . 9 . o1
considerat ca o limitd a succesiunii de impulsuri p_(t), de duratda t si amplitudine —,
T

atunci cand t — 0 (vezi figura 1.19).
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fe,0
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Fig.1.19 Definirea functiei impuls unitate (Dirac) prin trecerea la limita de la un impuls dreptunghiular cu
aria egald cu unitatea.

Pe masurd ce durata impulsului p_(t) tinde spre zero, T — 0, acesta se ingusteaza,

la limitd localizandu-se la t=0. In tot acest proces de trecere la limita suprafata
impulsului dreptunghiular se pastreaza constantd si egald cu unitatea, pe seama cresterii
amplitudinii, care tinde la oo cand t tinde la zero.

lirrépr(t) =38(t) (1.59)

Impulsul dreptunghiular poate fi scris cu ajutorul functiilor (impulsurilor) treapta unitate,
astfel:
1
po(0)=—[o(t)-olt-7,)] (1.60)
k
Din (1.59) si (1.60), rezulta ca:

S(t)zlimpr(t)zlimm (1.61)
0 0 Tk
In expresia (1.61) se identifica derivata functiei trepta unitate, astfel incat se poate scrie ca:
3(t)= @ =o (t) (1.62)
Observatii:

» Derivata functiei treptd unitate este zero pe tot domeniul ei de definitie, cu exceptia
punctului de discontinuitate t=0 unde, din punct de vedere matematic derivata nu ar
trebui sa existe. Utilizdnd functia (impulsul) Dirac s-a identificat derivata treptei unitate in
punctul de discontinuitate t =0, ca fiind insusi impulsul Dirac localizat in t = 0.

> Se demonstreaza cd derivata unei functii intr-un punct de discontinuitate t, este un
impuls Dirac localizat in acel punct, ponderat cu marimea discontinuitatii functiei in acel
punct. Aceastd proprietate va conduce la calcule mult mai simplificate in analiza spectrala
a semnalelor cu discontinuitdti. Spre exemplu pentru semnalul p_(t)reprezentat in figura

. . - : 1
1.18 1), derivatele in punctele de discontinuitate + % au valorile +— S(t * 1) .
T

Impulsul Dirac se bucura de proprietatea de esantionizare, exprimata de integrala:

400

Fx(t(t -ty )it = X(to)ijeoS(t—tO)dt ~x(t,)

—00
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B. Determinarea expresiei transformatei Fourier directa

In continuare se prezinta o metoda de deducere a expresiei (1.52).

Asa cum s-a precizat anterior semnalele neperiodice pot fi considerate un caz limita
al semnalelor periodice §i anume atunci cand perioada T tinde la infinit. Aceasta trecere la
limita poate fi imaginata astfel: fiind dat semnalul neperiodic x(t), figura 1.20a), limitat pe

axa timpului, se face o prelungire periodicd a acestui semnal, notat x| (t), figura 1.20b), de
perioada T.

La limitd, cind T tinde la infinit, semnalul periodic va avea doar o perioada pe
intreg domeniul de timp si va fi reprezentat doar prin x(t).

' %(t) ' - [t)

k)

-t

k)

)

|_]
e | Hlee

2

Fig.1.20 Periodicizarea unui semnal neperiodic

Semnalul x(t) poate fi dezvoltat prin seria Fourier armonici. Aceasti serie il

s . . . TT
reprezintd pe XT(t) pe tot intervalul, iar pe x(t) numai pe intervalul | ——,— |.

b

2
La limita, cand T tinde la infinit, seria corespunzatoare lui xT(t) il reprezinta pe
x(t) pe intreg domeniul —oo <t<+oo.

0 .
Pentru semnalul periodic se scrie seria armonicd Fourier, x.(t)= > A e/,
n=-o

unde expresiile coeficientilor (amplitudinilor) au expresia A :%IXT (t)efjnwotdt.
T

: . TT .. . S
Deoarece pe o perioadd, intervalul (_E’EJ’ functiile x(t) si x(t) sunt identice

se poate scrie ca:

—_—o

T
1 i 12 0\ i
A, =5 TxT(t)e ot e =5 Lx(t)e oot e,
X 2 2
In concluzie se poate scrie ca:
T T
0 2 . . 0 5 . .
x(t)= > 1 jx(t)e”n‘”"tdt einont — L > J‘x(t)e”n‘”"tdt e"'w, (1.63)
ne—w T T 2n ==,

5 —

|3

Cand T este foarte mare, frecventa unghiulard «, este foarte mica. Se noteaza
27 . < <=
0, = T Ao si se observd cd mdirimea nm, =nAw®, corespunde unor puncte

echidistante, separate de intervale foarte mici pe axa frecventei, ®, = nA®
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In conformitate cu aceste notatii, (1.63) devine:
T

1 0 2 . .
= > | [x(t)e ™ dt [ Aw (1.64)
n=-co | T
2
La limita T — o, semnalul periodic este identic cu semnalul neperiodic,
x1(t) = x(t), iar Aw — do.

Deoarece o, poate lua acum orice valoare pe axa frecventei, se va nota ®, = ® si

xr(t)=

o0

o0
de asemenea din punct de vedere matematic se observaca ». — I .

n=-ow —

In aceste conditii (1.64) devine:

x(t)= ;—n T ej‘”{ Tx(t)e‘j‘”td} do (1.65)

—00 —00

In cea de a doua integrald au fost extinse limitele integrarii la intervalul (—oo,oo)

. ( T T). .
deoarece in afara intervalului [_E’Ej impulsul x(t) are valori nule.
Se noteaza F{x(t)}=X(jo)= Ix(t)e‘jwtdt, functie ce poarta numele de

transformatd Fourier a semnalului x(t), iar F' {X(joa)}:x(t)zzL '[X(jm)ej‘”tdo) se
n
numeste transformata Fourier inversa.

Proprietatile transformatei Fourier sunt urmatoarele:

» Liniaritatea: F{Zakxk(t)}z{Zan(jco)} (1.66)
K

» Schimbarea scarii timpului: F{ ( j} |a|X(Jooa) (1.67)
a

> Intarzierea in timp: F{x(t—t, )} =¢ ™" X(jo) (1.68)

> Deplasarea spectrului (modularea): F™'{X(w— o, )}=¢'*" () (1.69)

» Derivarea in timp: F{x (t )} joX(jo) ; F{x(“)(t } ( j (1.70)

» Derivarea in domeniul frecventa: F~ { (]0)) = Jt (1.71)
t

> Integrarea 1n timp: F{ _[ x(r)dr} X(jo) (1.72)
0 jo

> Integrarea in domeniul frecventa: F_l{ IX(jk)dk} =—.ltx(t) (1.73)
J

— 00
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1.6.2. Analiza spectrala a semnalelor neperiodice. Mod de lucru.

Pornind de la ideea ca semnalul neperiodic este un semnal periodic cu perioada T
infinitd, frecventa fundamentala f, devine tot mai mica, spectrul tot mai dens, la limita
nemaiputandu-se face nici o discriminare intre doud componente spectrale succesive,
spectrul existand pentru orice pulsatie ® (sau frecventa f').

Spectrul unui semnal neperiodic este un spectru continuu.

Expresia (1.52) F{x(t)}zX(jco)z Ix(t)e_jwtdt poartd numele de functie spectrala,
sau densitate spectrala de amplitudine complexa.
Din (1.52) si (1.64) se obtine:

(0= x(0)= - 3 [X(jo, Jao]e

n=-—oo
Aceastd aproximatie este cu atit mai buna cu cat T este mai mare §i A® este mai
mic. Se observa ca impulsul x(t) se exprimd ca suma de oscilatii armonice. Aceste
oscilatii armonice au urmatoarele caracteristici:
» Frecventele unghiulare sunt egale cu ®, = nAw, fiind foarte apropiate unele de
altele pe axa frecventei;

» Amplitudinile sunt egale cu %X(j o, )A®;
n

Conform observatiei facute asupra valorii amplitudinii oscilatiilor rezultd ca
mdrimea X(jcon)zX(j(o) se exprima ca raportul dintre o amplitudine si intervalul de
frecventd Aw. Este deci fireascd denumirea de densitate spectrald de amplitudine
complexa sau densitate de amplitudine, data functiei X( jm).

Asupra functiei de densitate spectrald de amplitudine se pot face urmatoarele observatii:
» Functia de densitate spectrala este continua, ea existand pentru orice oa(f )

» Functia de densitate spectrala este o functie complexa, putand fi scrisa sub forma de
modul si faza, astfel:

X(jo)=X(jo)je') (1.74)
unde:

|X(j m]zM(m) reprezintd modulul densitatii spectrale de amplitudine (spectrul de
amplitudini);

(p(co) reprezintd spectrul de fazd;
Deoarece functia de densitate spectrala este o functie complexa se poate scrie ca:

X(jo)=Alw)- jB(w) (1.75)
unde:
Alo)= Tx(t)cos otdt ; B(o) = Tx(t)sin otdt (1.76)

in acest caz se poate scrie ca:

M(o) = [X(jo)| = A*(0) + B* () (1.77)

_ B(o)
o) = A®) (1.78)
a) Daca functia x(t) este pard, atunci:
B(0) = 0= X(jo)=A(0) (1.79)

rezultdnd ca functia de densitate spectrald este o functie reala.
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b) Daci functia x(t) este impara, atunci:
Alo) = 0= X(jo)=- jB(o) (1.80)
rezultand ca functia de densitate spectrala este o functie pur imaginara.
» Energia E a impulsului este data de relatia:

E= sz(t)dt = 2i T|X(joo)|2dco = 1T|X(j(n)|2dco (1.81)
—0 nfoo n 0

Marimea |X( jo))|2 = G(w) se numeste densitate spectrald de energie a impulsului.

Relatia (1.81) constituie teorema lui Parceval aplicatd impulsurilor. Demonstratia
teoremei este urmatoarea:

Se observa ca : ”X(jo))|2 do = jX(joa)X(—joa)dco, marime ce va finotata cu L.

Conform (1.52) relatia de mai sus devine:

1= | X(j@){ [ x(t)ej‘”tdt}dco.
Schimband ordinea de integrare, se obtine:

0

I= I x(t){ T X(jm)ej“’tdm}dt ,

—00

iar pe baza (1.58) se deduce ca:

[=2n sz(t)dt.
Considerand ca impulsul este o tensiune sau un curent aplicat unei rezistente

R =1Q, energia totala debitatd are expresia E = j x?(t)dt. In conformitate cu notatiile de

—00
mai sus rezulta ca:

1 1 Te, . 2 1%, 2
E=—I=— | X(jo)| do=—|X(jo)| do.
- 2n,{o| (joo) n£| (jo)|
Echivaland integrala cu o suma de termeni, rezultd cd functia |X( j0))|2 este o
densitate spectrald de energie pe axa frecventei.

1 Sy 1& .
Ez2—Z|X(Jm)|2Acoz—Z|X(J(D)|2A0)
T _» T o

1.6.3. Algoritmul utilizat in analiza spectrala a semnalelor neperiodice

Pentru a realiza analiza spectrald a semnalelor neperiodice trebuie realizat un studiu
asupra absolut integrabilitatii functiei x(t).
A. Functia x(t) este absolut integrabila.

In cazul in care functia este absolut integrabila, este indeplinitd conditia:

T|X(t)|dt<oo (1.82)

—00

Interpretarea fizica a conditiei (1.82) este aceea ca aria cuprinsa intre curba x(t) si
axa absciselor, calculata Intre limitele de existenta (definire) ale semnalului este finita.
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Restrictia (1.82) implica faptul ca densitatea spectrald de amplitudine a semnalului

x(t)(data de 1.52) este finita, putdnd fi calculatd. Acestd observatie este justificatd
matematic astfel:

o0

[x(t)e dt

< ﬂx(t)e*jm\dtz T|x(t)|dt (1.83)

In cazul functiilor absolut integrabile se pot identifica doua tipuri de impulsuri:
Al.Impulsuri cu valori si durate finite.

Analiza spectrald se realizeazd aplicAndu-se transformata Fourier. Calculul
densitatii spectrale de amplitudine este de obicei simplu deoarece impulsurile sunt date
prin expresii analitice clasice (segmente de drepte, exponentiale, functii trigonometrice...).

A2.Impulsuri definite pe intreg domeniul: t e (— oo,oo).

Acestea nu sunt impulsuri in adevaratul sens al cuvantului, dar respectand conditia
(1.82), poate fi calculatd densitatea lor de amplitudine. Un astfel de exemplu il constituie
impulsul exponential prezentat in figura 1.18b). Cum
o0 o0 B 1 3 © 1
J|x(t)|dtzje dt=— —e™*'| == <o,
—0 0 (04 0 o
rezultd cd functia este absolut integrabild (in ipoteza cd a >0 si finit) si se poate aplica
transformata Fourier.
Pentru a calcula densitatea spectrald se propun urmatoarele doua metode:

a) Calcularea transformatei Fourier: F{x(t)} = X( j co) = J.x(t)e_j “tdt
Algoritmul de lucru este urmatorul:

1) Scrierea expresiei matematice a semnalului;

2) Reprezentarea grafica a evolutiei in timp a semnalului;

3) Analiza simetriei semnalului;

4) Calculul functiei de densitate spectrala a semnalului, X( joa);

5) Calculul modulului densitatii spectrale de amplitudine |X(j Q)X =M(0);

6) Reprezentarea grafica a modulului densitatii spectrale de amplitudine
X(jo)=M(w);

7) Determinarea largimii de banda a semnalului;

8) Calculul densitatii spectrale de energie a impulsului G(oa)

b) Aplicarea proprietatilor transformatei Fourier.

Prin aceastd metoda se pot simplifica in mod substantial calculele matematice

B. Functia x(t) nu este absolut integrabila.

Restrictia (1.82) este suficientd dar nu si necesard deoarece lipsa absolutei
integrabilitdti nu implicd lipsa de sens a integralei (1.52) (transformata Fourier a
semnalului).

Se vor prezenta cateva exemple in care se va calcula densitatea spectralda de
amplitudine pentru impulsuri a caror expresie analiticd este o functie ce nu este absolut
integrabila. Un astfel de impuls este treapta unitate prezentat in figura 1.18a).

In acest caz:

T|x(t)|dt=T1dt=lT dt =00 (1.84)
—00 0 0
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Metoda propusa pentru obtinerea densitatii spectrale in cazul acestor impulsuri este
de a calcula transformata Fourier prin trecerea la limitd a transformatelor unor impulsuri
care sunt absolut integrabile.

1.6.4. Exemple de analiza spectralid a impulsurilor

Analiza spectrala a unor impulsuri fundamentale
1. Analiza spectrala a impulsului Dirac

Impulsul Dirac este definit conform (1.58), astfel:
5 0 t=0 . +°°6 dte1
(t)—{oo o _jw(t)t—
Metoda I

Se calculeaza transformata Fourier
Transformata impulsului Dirac este urmatoarea:

F{3(t)} = TS(t)e—J“‘dt =e’ TE‘)(t)dt =1 (1.85)

In figura 1.21 este prezentat impulsul Dirac si transformata Fourier a acestuia.

! FF{3(t))

G by

0

Fig.1.21a) Impulsul Dirac, b) Functia de densitate spectrala a impulsului Dirac

Cum densitatea de amplitudine sau de energie este constantd pe intreg domeniul de
frecventa, rezulta ca energia impulsului Dirac este infinitd, lucru ce implica faptul ca acest
semnal nu este realizabil din punct de vedere fizic.

Dupa cum s-a prezentat in figura 1.19, impulsul Dirac poate fi doar aproximat prin

impulsuri de durate foarte mici T — 0, cu amplitudini foarte mari —
T

Metoda 11
O varianta (dar nu singura) de a determina transformata Fourier a impulsului Dirac
este de a-1 aproxima prin aga numita functie de esantionare:

£ (t) = K sin c(kt) (1.86)
T

Conform reprezentarilor grafice ale functiei de esantionare din figura 1.22, se
observa ca atunci cand valoarea lui k se mareste, lobul principal al functiei se ingusteaza,
valoarea lui maxima crescand.

Se demonstraza ca aria functiei de esantionare este egala cu unitatea, observatie ce
este in concordanta cu definitia (1.58) data impulsului Dirac.

+00 400 -
_[f (t)dt = jksmc(kt)dt_ ksm sin (kt) __j sin (ki) dlkt) == | sin(v) |
—0 —ooTC —ocTE n—oo

Se reaminteste expresia functiei sinus integral.
sin (

Si(x) = j (1.87)
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Fig.1.22 Functia de esantionare f,(t) = k sin c(kt) reprezentatd pentru doua valori ale parametrului k.
T

Valorile functiei sinus integral sunt tabelate, reprezentarea graficd fiind prezentata

in figura 1.23.
Sifx) 4 51(z)
wiz ?E.I'IE"/X/
L = . JE
= —
4 10
. S =l

Fig.1.23 Functia sinus integral Si(x)

Conform (1.87) expresia ariei functiei de esantionare devine:

iy 1 ¥ sin 1|7 sin sin
_Lfe(t)dt:EJ‘ IT(V)dV=;“; IT(V)dV—!; IV( )dv}—

Si(+oo):—

2
Si(—oo): —g

=l[Si(+oo)—Si(—oo)] = lF—(—ﬂ}:l
T | 2 2
In acest caz transformata Fourier a impulsului Dirac devine:

FIB(0)}= [£.(t)e 'dt

Cum functia de esantionare este para, rezulta:

F{3(t)} = Tfe (t)e”dt = ZTEsin c(kt) cos(wt)dt =
0T

S

t

j sin(k) cos(ot)dt =
To

1 T sinf(k + o)t ] dt +l°j3 sin[(kt— (D)t]dt _

T t
%J- s1nkljr-;co t]d[k o) +%°‘f SirEEk_;(;)t]d[(k_m)t] =
(k+o)t=v
(k- )= %]‘3 13VdV+ J-Slnu Z%[zsi(w)]:%(zgjzl
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2. Analiza spectrala a impulsului treapta unitate

Impulsul treapta unitate este definit conform (1.54), astfel:
t>0

o(t) = { , momentul t, este infinit;
t<0

Conform (1.82) nu este un impuls absolut integrabil. In acest caz, asa cum s-a
afirmat anterior, metoda propusd pentru obtinerea densitatii spectrale este de a calcula
transformata Fourier prin trecerea la limitd a transformatei unui impuls care este absolut
integrabil.

S-a ales ca impuls a carui transformata se poate calcula, impulsul exponential:

x(t)=e™™ t >0, momentul t, este infinit;

Conform reprezentarii grafice din figura 1.24, se observa ca la limitd, oo — 0,
impulsul exponential se transforma in impuls treaptd unitate.

| (1) i %(t)

—att o =0

t t

Fig.1.24 Obtinerea impulsului treptd unitate din impulsul exponential

Transformat Fourier a impulsului exponential are urmatoarea expresie:

0

F{efo‘t }= J‘e*“tefjmdt = —;ef(‘“j“’)t - - (1.88)
- o+ jo o atjo
Se observa ca in cazul in care =0, lim — |=o00, ceea ce ar arata ca
a=>0\ o + J®

transformata Fourier a impulsului treapta unitate nu exista.
In acest caz se utilizeaza urmatorul artificiu matematic:
Se scrie
1 a . o

a+tjo a’+e’ “o’+o’
Studiul trecerii la limita , 0 — 0, pentru partea imaginard
Se observa ca:

1 . 1 . .o 1
Im — [=0; lim Im| — |=lim i el (1.89)
o=0{ oL+ j® a—0 a+jm) a0 a” +o jo
®#0 ®#0
Partea reald a transformatei Fourier a impulsului exponential poate fi scrisa ca un
impuls a carei reprezentare grafica este prezentatd in figura 1.25. Reprezentarea grafica

sugereaza ca la limitd ar putea fi aproximat prin impulsul Dirac ponderat cu o constanta.
Pentru a se demonstra matematic aceasté observatie se calculeaza aria impulsului.

1 .
L
M

+00

I

dv=(arctgv)” =n  (1.90)
OL +(D
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Cum aria impulsului este o marime constantd independenta de parametrul o rezulta ca:

j: lim(%} - (o) (1.91)

>0 a” + o

lim Re(

a—0

o+ jo

Fig.1.25 Functia
o +o

In concluzie, din (1.89) si (1.91) rezultd ci transformata Fourier a impulsului
treapta unitate are expresia:

Flo()} = lim[Fle ]| = m8(t)+ (1.92)
a—0 jO
In literatura se intaleste si scrierea:
m(t) ©=0
Flo(t)} = L 020 (1.93)
jo

In figura 1.26 este prezentat modulului densitatii spectrale de amplitudine al
impulsului treapta unitate.

Fig.1.26 Modulului densitatii spectrale de amplitudine al impulsului treapta unitate.
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A. Analiza spectralia a impulsurilor absolut integrabile

Al. Analiza spectrali a impulsul video simetric

Metoda I
1) Scrierea expresiei matematice a semnalului;

A te[—l,l} sau |t|£1
2

B 2°2

X =

Y T T
0 té[—g,a} sau |t|25

2) Reprezentarea in timp a semnalului este prezentata in figura 1.27.
w

A

—+

-rf2|ri2

Fig.1.27 Impuls video simetric

3) Analiza simetriei semnalului;
Cum x(t)=x(~t) =x(t) este par, adicd B(w)=0=>X(jo)=A(n)
4) Calculul functiei de densitate spectrala a semnalului;

T

. f 2 2A |
X, (jo)= Alo)= J.x(t)cosoatdt = 2AJ. cosmtdt =—sm%
o 0 ®
sau
Xv(jm)ersinc% (1.94)
5) Calculul modulului densitatii spectrale de amplitudine
X, (jo)| = rAsinc% (1.95)
6) Reprezentarea grafica a modulului densitétii spectrale de amplitudine
Modulul densitatii spectrale de amplitudine este prezentata in figura 1.28
)
AT
f
e Y e -

1/t 2Zfr 3fr

Fig.1.28 Modulul densitatii spectrale de amplitudine a semnalului video simetric
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In cazul in care se reprezinti functia de densitate spectrali a semnalului, se obtine o
reprezentare ilustratd in figura 1.29.

$ 3, ()
AT

h

z'lf?)/_\ ﬁ T —_—
e ——— Ll
”T\/ 3 o~

Fig.1.29 Densitatea spectrala de amplitudine a semnalului video simetric

7) Determinarea largimii de banda a semnalului
In cazul acestui semnal se consideri ca lirgimea lui de bandi se intinde de la zero
péna la prima frecventa la care spectrul de amplitudini se anuleaza. Determinarea expresiei
acestei frecvente implica urmatoarele calcule:

. . . 2k
X(Jco)zArsmcﬂzo = sin2 =0 2 k= 0 = n:f:E keN
2 2 2 T T

Deci,
1

B:{o, —} [Hz] (1.96)
T

Observatie:

» Banda (largimea de banda) depinde doar de durata impulsului;
» Cu cat durata impulsului este mai mare cu atat banda de frecventa este mai mica
(ingustd) si amplitudinea spectrald mai mare;
Cu cat durata impulsului este mai micé cu atat banda de frecventa este mai mare
(largd) si amplitudinea spectrald mai mica.
Densitatea spectrala de energie a impulsului

G(0)=[X(jo)* =<*sinc? % (1.97)

Metoda IT

Se procedeaza la o derivare succesiva, punand in evidenta, treptat, impulsurile
Dirac, corespunzitoare derivarii discontinuititilor.

Impulsurile Dirac extrase sunt lisate la o parte cind se trece la o nouia
derivare. Operatia de derivare se continuid piana cind derivata respectiva se exprima
ca o suma de impulsuri Dirac.

Parcurgind apoi drumul in sens invers si scriind transformatele Fourier ale
impulsurilor Dirac, se deduce pas cu pas, functia spectrala cautata.

In figura 1.30 este reprezentat procedeul de evidentiere a impulsurilor Dirac
rezultate in urma derivarii impulsului video simetric.

Se observa - figura 1.30 b)- cd impulsul video simetric poate fi scris ca suma de
impulsuri treaptd unitate, astfel:

T )
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Aplicand observatia (1.62) - derivata unei functii intr-un punct de discontinuitate
t, este un impuls Dirac localizat in acel punct, ponderat cu marimea discontinuitdtii

functiei in acel punct - asupra expresiei (1.96) rezulta:

o

In figura 1.30c) se pun in evidenta impulsurile Dirac ce apar ca urmare a derivarii
celor doua functii trepta unitate.

b (0) e (o) pacle 2] b
) Cagkorizy b 2
" A A+ Tr2)
t iz t T Ti2 t
2 iz —ri2 | " 142 "
______ -_ﬁ:_l -4 60t-1/2)

Fig.1.30 Evidentierea impulsurilor Dirac in urma derivarii impulsului video simetric

Se parcurge drumul in sens invers, aplicind transformatele Fourier derivatei de
ordinul I al impulsului video simetric.

F{x'v(t)}= T {As(t +%ﬂej‘°‘dt +_H_A8(t —%ﬂeiﬁ“dt =

—00

2:A Ts(v)e_jm( V_%jdv ~A TS(u)e_jm( H%Jdu -

jot @ . —jol © . (1.85) jot —jor
=Ac 2 [§(vle'Vdv-Ac 2 [3(u)eMdu = A[e 2 e 2} (1.100)

—00

Conform relatiilor lui Euler
i

e’ =cosx+ jsinx
. (1.101)
e’* =cosx— jsinx
expresia (1.100) devine:
F{x'v(t)}zszsinm% (1.102)

Aplicand proprietatea (1.70) de derivare in timp a transformatei Fourier, rezulta ca:
. Fix. (t 21A . 1 2A . ot . o1
F{xv(t)}z XV(J(D)ZM = .J—smco—z—sm— =TAsinc—
jo o 2 o 2 2
Aceastd expresie este identica cu cea obtinutd in urma aplicarii directd a formulei
transformatei Fourier asupra impulsului video simetric.
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A2.Analiza spectrala a impulsului video nesimetric

1) Scrierea expresiei matematice a semnalului;

0= A t €[0,]
% (0= 0 t ¢[0,1]

2) Reprezentarea in timp a semnalului este prezentata in figura 1.31.

b=, (1)

)

Fig.1.31 Impuls video nesimetric

3) Analiza simetriei semnalului;
Semnalul nu este nici par nici impar
4) Calculul functiei de densitate spectrald a semnalului X( jm)
Metoda I
Se aplica transformata Fourier
X,, (i0)=A(0)- jB(o)
unde:

A(w) = Tx(t) cosotdt ; B(w) = Tx(t) sin otdt;

—00 —0o0

Alo)= Ix(t)coswtdt = IAcosmtdt = ésincor
—o0 0 ©

B(o)= Ix(t)sinmtdt =JAsinmtdt = —é(cosoor—l)
—0 0 @

iar modulul densitatii spectrale:

X, (jo)| = y/A? (@) + B*(0) =

Metoda II
Se utilizeaza proprietatea transformatei Fourier de intirziere in timp,

Fix(t—ty)} = 7% X(jo) unde X(jo)= [x(t)edt.

—00
Aceastd metoda se aplicad acolo unde se pot utiliza rezultate obtinute in urma unor
calcule anterioare.

In acest caz se utilizeaza rezultatele obtinute la analiza spectrala a semnalului video
simetric.

rAsinc%‘ (1.103)

Se observa ca x,_ (t)= xv(t - %} si deci:

X, (jo)= eiijXv(jco)z e JmEArsinc%
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Rezulta ca: ‘Xvn (j(o)‘ =

rAsinc%‘ X, (jo) (1.104)

Observatii:

» Modulul densitatii spectrale de amplitudine este identic pentru cele doud semnale
video. In concluzie, oricare douid semnale care diferd doar prin intarziere in timp, au
modulele densitatilor spectrale de amplitudine egale.

» Banda de frecventd pentru cele doua semnale este aceeasi.

» Reprezentarea grafica a modulului densitatii spectrale de amplitudine a semnalului
video nesimetric este identica cu cea din figura 1.28.

> In cazul in care se cere realizarea analizei spectrale a unui impuls nesimetric, se
cautd (daca este posibil) a se simetriza acest semnal. In acest caz calculele matematice se
simplifica (deoarece se studiaza un semnal fie par fie impar), fard a se modifica rezultatele
finale.

A3.Determinarea functiei spectrale a unui impuls cu discontinuitati

Impulsul este reprezentata in figura 1.32a).

Ji X(t:l Jl X’ l:t:l
s a) 4T b
R e
\y(t)
e T
1T 1T
t st
] l1 5‘1 Ih b [i] l1 —
tvie EL0) 36(t-3)
) c) &
1
T \z(t]l
14 F 3 45(1.:]
1 P E t 1 2 I3 t
0 - ) -
L |
-350t-1) -E0t-2) -45(t -1)

Fig.1.32 Exemplificarea metodei de derivare succesiva ce pune in evidentd impulsurile Dirac, utilizata la
calculul functiei de densitate spectrala

Expresia semnalului este urmatoarea
2t te(0,1)
x(t)=4t+1  te(1,2)
3 te(2,3)

Metoda I
Se aplica transformata Fourier

Fix(t)f = X(jo) = [x(t)e ' dt=[2t* e Idt + [ (t+1)e " dt + [3e 7/ dt
0 1 5

—00
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Calculand pe rand cele trei integrale, se obtine:

I,= jzt2 e %t = zjt2 Mdt = —_i{(tzej““r )— 2.1[tej‘°tdt} =
0 0 (_.] ) Jo 0 0

o
__2 elo _2j‘t e ) dt | = —ie_j“’ __4 {(te‘j“’tr j—_lf e‘j“’tdt} -
jo ) (-io) jo (jo) °) %

2 e 4 e 4 b (ei) 2 e 4
=——02e " - e '’ + t dt=——-¢e"" - e 1 -
RPN S N o A 7 R P
_ 4 ( —jmtljz_ie—w)_ 4 -jo _ 4 —JO)_l
(jo) : jo (jo) (J(D)3( )
2 2 [ —jot\ 2
I = [te dt = J‘tgej—.ldt = —_L{(tej‘”tm—j ej‘”tdt} =
1 1 (_J(D) Jo ! 1

= —J_L(D(2ezj‘D —efj“’)+ j%oj,ﬁ_le—j.wt | dt = —.L(Zefzj‘” —ej“’)—ﬁ(ejmr) =
1
= _jiw(ze%'w _efjw)_ (J 1)2 (efzjoa _e*jw)

®
_2 —jot _2!efjmt )' __L( 'cotz)__i “2jo _ . -jo
122_'1[ejdt_'l[(—j0))dt_ jmej |1 = (eJ eJ)
_ : —jot 3, _ B(e—jwt )' __i( —'mt3) _i S3jo _ 2jo
I3—3'2[eJ dt—3£ (—jm)dt_ o e’ ) joa(e o —e™ )
In final se obtine:

X(jo) =1, +1, +1y = (1= )= —L_(3e7io 20} 2 ¢=in (1 105)
jo jo Jo

Metoda I1

Se procedeazd la o derivare succesivd, punand in evidentd, treptat, impulsurile
Dirac, corespunzatoare derivarii discontinuitatilor.

In figura 1.32a),b),c) este reprezentat procedeul de evidentiere a impulsurilor Dirac
rezultate in urma derivarii impulsului video simetric.

Se obtine:
o (4 te(0,1)
(0= ()~ 38(t —3) unde y(t) = {1 o
y'(t) = z(t)— 36(‘[ - 1)— 8(‘[ - 2) unde z(t) =4, t E(O,l)

z (t)=45(t)—-43(t—1)
Se parcurge drumul 1n sens invers, astfel:
e se aplica transformata Fourier derivatei de ordinul I functiei z(t)

Flz (1) = T48(t)e‘j°°tdt - T46(t —l)e_j‘”tdtt_lz_u4 TS(t)e_j‘”tdt —4 TS(u)e_j“’(““)du =

% , @ ‘ (1.85) .
=4 [8(t)e " dt —4e7 [S(u)e I du = 4(1—e_J°’) (1.106)

—00 —00
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Aplicand proprietatea (1.70) de derivare in timp a transformatei Fourier, rezulta ca:

Fiz (t .
Flz(t)} =m =2 ime) (1.107)
JoO Jo
e se aplica transformata Fourier derivatei de ordinul I functiei y(t)
t-1=u
, . * . t=2=v 4 4
Fiy (t t 33(t—1)e7®dt — [ d(t-2)edt = —(1-e7)-
b o}=Flao}- [35- Jole-2k Sl

_ i —‘w(u+1 —wv+2 — 4 —jo -jo wu
3 [8(u)e™ ja jolv+2)qy = Jw(lei)3eij8)eidu

—00 o0

( 85) . . .
- js vedo( gy = 2 (1o ) 3emio _e2io (1.108)
jo

Aplicand proprletatea (1.70) de derivare in timp a transformatei Fourier, rezulta ca:

Fly(0)} — '?th) - (j:'))z (1—ej°°)—jiw(3ej“’ re o) (1.109)

e se aplicd transformata Fourier derivatei de ordinul I functiei x(t)

Fix' (0f=Fly(n)} - J38t—3)eﬂ““dt T Rly)-3 (o) du = Fly(o) -

. ® . (1.85) . . . .
~3e7 [§(t)eMdu = : ; (1-1e70 )= e +e2°)-3c 4 (1110)
- (joo) jo

Aplicand proprietatea (1.70) de derivare in timp a transformatei Fourier, rezulta ca:

F{X(t)}=F{X' (t)} __ 4 (_e—jm)_ 1 (3e—jm+e—2jm)_ie—3jm
jo (jof (jo) jo
Se observa ca aplicarea acestei metode implica realizarea unor calcule matematice
mult mai simple. Este vorba, la urma urmelor, de aplicarea proprietatii care spune ca
transformata Fourier a impulsului Dirac este impulsul treapta unitate.

B. Analiza spectrala a impulsurilor ce nu sunt absolut integrabile

B1.Analiza spectrala a impulsului constant
Impulsul constant este definit astfel:
x(t)=A
Conform (1.82) nu este un impuls absolut integrabil. In acest caz metoda propusi
pentru obtinerea densititii spectrale este de a calcula transformata Fourier prin trecerea la
limita a transformatei unui impuls care este absolut integrabil.
S-a ales ca impuls a carui transformata se poate calcula, impulsul video simetric:

A t{_z,i} sau Jf<<

2 2
X, (1) = ;
0 te{—l,l} sau |t|2§

Conform reprezentdrii grafice din figura 1.33, se observa ca la limitd, t— o,
impulsul video simetric se transforma 1n impuls constant.
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Conform (1.94) transformata Fourier a impulsului video simetric are expresia:
. . 0T
X, (jo)= rAsmc?

bz, ()
A
T—w
t

A

-rld | 7i2
Fig.1.33 Obtinerea impulsului constant din impulsul video simetric

In consecinti:
T
F{x(t)} = lim |:TA sinc E} = 27A lim| 2 sin c(—r ooj
2 0| T 2

T—>0

< . T .
Dacai se face notatia k = 5 se obtine:

F{x(t)} =27A lim {E sin c(k(o)}
10| T
S-a aratat (in cadrul analizei spectrale a impulsului Dirac) ca la limitd functia de

. k . o . .
esantionare, f,(®)=—sin c(kco), devine impuls Dirac. In consecinta,
(1.111)

F{x(t)} = 21A8(o)
Reprezentarea grafica a spectrului functiei continue este prezentata in figura 1.34.

5le)

i

0

Fig.1.34 Spectrul functiei continue

B2.Analiza spectrala a impulsului cosinusoidal
(1.112)

Semnalul cosinusoidal este definit astfel:
Xc(t)zcosmot, te(— oo,oo)
Deoarece semnalul nu este absolut integrabil, se construieste un semnal pentru care
se poate aplica transformata Fourier. Acest semnal, absolut integrabil, este de tipul:
{XCl(t)zcosmot, te(— T,‘C) (1.113)
0 te(-1,1) '
Pentru “segmentul” de semnal cosinusoidal transformata Fourier are expresia:

-7

P . (L1011 T/ ' '
Fixe(t) = Joos(optle 7™dt = EI(GJ“OtJre‘”’Ot)e_”’tdt:

—T
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1 [ej(w—wo)T _ e ilo-ag) N gllorop)r _ o—ilorog)r :|(l ‘E)]) sin(oa ~w, )1:
2 (@—-o) (@+a,) (@—-ay)

sin(@+o, )t 1 [ej(w—mo)r _e ook ilorep)t _ oi(ereg) }(1.101)

((o+030) 2

(0—-y) ' (0+w,) B
(1.1_01)sin(0)—(90)r+sin(co+coo)r:Tsinc oW il )
 (0-0) (0+ o) (CREN [+ o, Je]

In consecinta:
F{xc(t)} = lim [1: sin c[(oa 0N )r] +1sin c[(m + 0, )‘C]] =
T—>®©

T—>0| TT

=7 lim [l sinc((o— o, 1)+ L sin (0 + o, )‘E)}
T
Daca se face notatia k = t se obtine:
F{XC (t)} = lim [E sin c((co -0, )k) + K sin c((co + o, )k)}
10| TT T

S-a aratat (in cadrul analizei spectrale a impulsului Dirac) cé la limita, functiile de
esantionare,

k . k .
f.(0—0,) ==sinc[(o—w, k] sau, f,(o+w,)=—sinc[(o+ o, k]
T T
devin impulsuri Dirac.
In consecinta,
F{xc (1)} =n8(0—-0,)+ 10+ o, ) (1.114)
Reprezentarea grafica a spectrului impulsului cosinusoidal este prezentata in figura 1.35.

ooswgt LF{COS wnt}
a) b)
I e
! “o "

Fig.1.35 a) Semnalul cosinusoidal cos ®,t, b) Functia de densitate spectrald a semnalului cosinusoidal
cosm,t

B3. Analiza spectrala a impulsului sinusoidal
Semnalul sinusoidal este definit astfel:
xg(t) =sin wyt, t € (—o0,0) (1.115)
Deoarece semnalul nu este absolut integrabil, se construieste un semnal pentru care
se poate aplica transformata Fourier. Acest semnal, absolut integrabil, este de tipul:

xSl(t)zsmmot, te(— ‘E,’E) (1.116)
0 te(-1,1)
Pentru “segmentul” de semnal sinusoidal transformata Fourier are expresia:
T _ (tio1) 1 T, . ) ,
F{x,(t)} = .fsin(oaot)e_“”tdt = 2l _[(e“”ot —e_Jmot)e‘J‘”tdt =
e 15

= jtsin c[((o + o, )’L’]— jtsin c[((o -0, )’L‘]
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In consecinta:
Fixg (t)} = lim [jtsin c[(w+ o, )t| - jesinc[(o0 - o, )] =
T—>0

~ jnlim {lsin o+ o) Zsinel(o o, )r)}

T—>0©| TC
Daca se face notatia k = 1, analog cu studiul impulsului cosinusoidal, se obtine:
F{xs(t)}:jn8(m+o)o)—jn8(co—wo) (1.117)

Reprezentarea grafica a spectrului impulsului sinusoidal este prezentata in figura 1.36.

sin gt liF{Siﬂ U*’Dt}
a) b)

AAARAAAA | 1T
VUV s

Fig.1.36 a) Semnalul sinusoidal sin t, b) Functia de densitate spectrald a semnalului sinusoidal sin o,t
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1.7. Convolutia semnalelor analogice

Se numeste functie de convolutie (produs de convolutie in timp) a semnalelor x, (t)
si x, (t) integrala:

X(t)dif Txl (1)x,(t=7)dt

(1.118)
Notatia consacrata a produsului de convolutie in timp este urmatoarea:
not
x(t) =%, (D@ x, (1)
Observatie:

(1.119)

» Produsul de convolutie este util Tn analiza circuitelor si a sistemelor liniare;

Convolutia unui semnal cu distributiile d(t) sau o(t) conduce la rezultate utile
analizei numerice a semnalelor.

Produsul de convolutie se poate interpreta printr-o ilustrare grafica. In figura 1.37
sunt prezentate spre exemplificare functiile: x, (t) = G(t) sl X, (t) =l-e”

a
produs de convolutie x(t) =X,(t)®x,(t) este construit pe etape.

' a>0, al caror
Aria hasurata reprezintd produsul de convolutie, care, asa cum rezulta din (1.118)
este o functie de t.

Din reprezentarea grafica rezultd cd pentru a efectua x,(t)®x,(t) se realizeaza
simetricul celei de a doua functii fatd de ordonata, x,(-t), se deplaseaza pe axa t cu t
secunde, reuultdnd x,(t— 1), ca apoi sa se Inmulteascad cu x,(t).

bz (t)= o)

L B

bz, (7] =0(7)

/

¥

% (1) @ x,(t)

\\
>

Fig.1.37 llustrarea grafica a produsului de convolutie
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Teorema integralei de convolutie in timp. Transformata Fourier a produsului de
convolutie este produsul algebric al transformatelor Fourier ale semnalelor din produs.
X(0) = X, (0)-X, (o) (1.120)

unde Xl(@): F{Xl(t)} ’ Xz(")): F{Xz(t)}
si x(t)=x,(D®x, (1)

Demonstratie:
Fie: X, (@) = F{x, ()} ; X, (@) = F{x, (1)} : X(0) = F{x(t)}

Aplicand transformata Fourier semnalului x(t), definit conform (1.118) rezulta ca:

X(w)= Tx(t)e‘j“’tdt v T {TXI(T)Xz(t—r)dr}e_wtd‘[ (1.121)

—00 [ —00

Inversand ordinea de integrare se obtine:

0 ) 0 ©

X(O)) = j xl(r){ J X, (t— T)ejmtdt}dr (H:): J xl(r){ T xz(e)efj“’(”e)d(r + 9) dr =

—00 —00 —00 —00

= j Xl(‘t)ej“”[ J‘ Xz(e)ejm6d9:|dT = J.Xl(,t)e*jfmfd.t J‘ Xz(e)e—jwede

Xi(o) X2 (o)
de unde rezulta ca :
X(@)=X;(0) X, (o)
Proprietatile convolutiei in timp a semnalelor.
a) Produsul de convolutie este comutativ.
x(t)= [x,(Dx,(t—Ddr = [x,(t-1) X, (D)dr (1.122)

b) In interiorul produsului de convolutie se poate aplica integrarea, respectiv derivarea
x(t)=x, (t)@{ j‘xz(r)dr}:{ jxl (r)dr} R x, (1) (1.123)
Proprietatea (1.123) se glmonstreazé ;O;or tinand cont ca:
o= [jox, o)} X212

In mod analog produsului de convolutie in timp se defineste produl de convolutie in
frecventd astfel:

X(0)2 [X,00%, (0 ) (1.124)

—00

Notatia consacratd a produsului de convolutie 1n frecventad este urmatoarea:

X() = X, (0)® X, () (1.125)

Teorema integralei de convolutie in frecventa. Transformata Fourier inversa a
produsului de convolutie in frecventa este produsul algebric al semnalelor, ponderate cu o
constanta.

F'{X,(0)® X, (0)} = 21x, (t)x, (t) (1.126)

Proprietatile de comutativitate, integrare si de derivare sunt valabile si in cazul
convolutiei in frecventa.
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X(o) = TXl(k)X2(m—k)dk = TXl(m—X)XZ(X)dk (1.127)
X(co):X;(m)®{TX2(k)dk}:{TXl(k)dk}@X;(m) (1.128)

In continuare se prezinti doui exemple ale convolutiei unui semnal x(t) cu functia
Dirac 8(t), respectiv functia treapta unitate cs(t).

A. Convolutia cu functia 3(t).
Conform proprietatilor functiei 8(‘[) (paragraful 1.6.1. A) rezulta ca:

+00

Ix(r)é(t —1)dt=x(t) (1.129)
Relatia (1.129) se poate scrie simbolic astfel:

x(t) ® 8(t) =x(t) (1.130)
Conform teoremei integralei de convolutie in timp, rezulta ca:

F{x(t) ® 3(t}) =X(w)-1 (1.131)
Concluzie:

» Produsul de convolutie intre un semnal si functia Dirac conduce la acelasi semnal.

Aceastd concluzie poate fi interpretatd grafic. De asemenea aceasta reprezentare
grafica oferd posibilitatea de a demonstra relatia (1.129).

Fie semnalul x(t) prezentat in figura 1.38. Aria suprafetei de sub curba x(t) poate
fi aproximata printr-o suma de impulsuri de suprafata x(kAt)~ At . Spre exemplu, impulsul
nehasurat din figura 1.38, poate fi caracterizat de relatia x(kAt)3(t — kAt)At, fiind localizat
pe axa timpului la momentul t = kAt.

Semnalul x(t) prezentat in figura 1.38 poate fi aproximat prin relatia:

n
x(t)~ > x(kAt)S(t — kAt )At (1.132)
k=0
Aproximarea (1.132) este cu atat mai exactd cu cat intervalul de timp At al
esantionului este mai mic. La limitd, At — dt,kAt — t, relatia (1.132) se transforma in

integrald. Pentru un semnal x(t) a cirei durati este infinita, conform (1.132) si a

+00
observatiilor anterioare rezultd ca Ix(r)S(t —1t)dr=x(t) , adica relatia (1.129).

—00

f=(t) $x()
o = 2 - b)
s %% %% 19
e i 5

Fig.1.38 Descompunerea unui semnal in esantioane de latime: a) At b) dr
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Convolutia unui semnal x(t) cu functia Dirac ofera unele facilititi in cadrul

analizei semnalelor, cum ar fi:
» Descompunerea semnalelor in functii de tip impuls-unitate

+00
JX(‘E)S(t—‘C)d‘E (1.133)

» Reprezentarea semnalelor prin esantioane de tipul (1.133), proportionale cu
impulsul Dirac permite determinarea (conform 1.131) a transfomatei X((D) a semnalului,
ceea ce constituie o metodd de analizd numerica a semnalelor.

» Scrierea semnalelor sub forma de esantioane este utilizata la analiza sistemelor
liniare. Cunoscand raspunsul sistemului la un esantion de forma (1.133), se obtine prin
superpozitie raspunsul la toate esantioanele, adica la semnalul x(t) scris conform (1.132)
sau (1.129).

» Convolutia cu impulsul Dirac poate fi utilizata la calculul unor transformate
Fourier.

B. Convolutia cu functia G(t)

Conform (1.129) produsul de convolutie al unui semnal x(t) cu functia Dirac are
expresia: x(t)®8(t):x(t). Conform (1.123) in interiorul produsului de convolutie se
poate aplica integrarea, respectiv derivarea, obtinandu-se relatia

x(t)= x'(t)@{ j.S(r)dt} (1.134)

Aplicand asupra (1.134) observatia (1.62), S(t): d(ZEt)) = G'(t), derivata functiei

trepta unitate este functia Dirac, rezulta ca:

x(t)=x'(H®o(1) (1.135)
sau

x(t)= jx'(r)o(t—r)dr (1.136)
Concluzie: N

» Produsul de convolutie intre derivata unui semnal si functia treapta unitate conduce
la acelasi semnal.

Aceastd concluzie poate fi interpretatd grafic. De asemenea aceastd reprezentare
grafica ofera posibilitatea de a demonstra relatia (1.136).

Fie semnalul X(t) prezentat in figura 1.39. ce poate fi aproximat printr-o suma de
trepte plasate pe axa timpului la momentele t=kAt. Aceste semnale treapta au
amplitudinea egala cu Ax(kAt). Aceastd amplitudine este astfel aleasd incéat sa fie
aproximativ egala cu produsul dintre derivata semnalului (panta functiei x(t)) la momentul
t = kAt si duratd At.

Ax(kAt) ~x (kAt) At (1.137)

i xl[t:l 2

Ax ) i |

///%L_

kit [k +1)4 5

Fig.1.39 Descompunerea unui semnal in semnale treapta de amplitudine: a) Ax(kAt) b) X (t)dr



56 Analiza si prelucrarea semnalelor

Semnalul x(t) prezentat in figura 1.39 poate fi aproximat prin relatia:
x(t)~ 3 x (kAt)o(t - kAt)At (1.138)
k=0

Aproximarea (1.138) este cu atat mai exactd cu cat intervalul de timp At este mai
mic. La limitd, At — dt,kAt — 7, relatia (1.138) se transformd in integrald. Pentru un

semnal x(t) conform (1.138) si a observatiilor anterioare rezulti ca

x(t)z _jx'(r)c(t - r)dr )

adica relatia (1.136).

sy gt

analizeil semnalelor sau a sistemelor liniare.
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2. MODULATIA

2.1 Necesitatea modulatiei semnalelor. Definitii si clasificari.

Telecomunicatiile se ocupa cu transmiterea diverselor semnale dintr-un punct in
altul. Pentru transmiterea semnalelor se utilizeaza canale de telecomunicatii cu fir (prin
cablu) sau canale de telecomunicatii fara fir (emisiunile radio, TV, comunicatiile prin
satelit, telefonia fara fir ... ).

> In cazul canalelor de telecomunicatii cu fir, semnalele ce urmeaza a fi transmise
ocupd o banda de frecventa mult mai micd decat cea pe care o poate asigura canalul de
telecomunicatii. Canalele de telecomunicatii sunt foarte costisitoare, transmiterea unui
singur mesaj (semnal) pe o astfel de linie de comunicatie este total neeconomica si mult
sub capacitatea canalului de telecomunicatii de a transmite informatii. De aceea se
urmareste utilizarea cat mai intensiva a canalelor de telecomunicatii, mai ales a celor de
mare distanta.

Prin utilizarea cdt mai intensiva a unui canal de telecomunicatie se intelege
transmiterea simultana a cat mai multor semnale pe acelasi circuit fizic. Aceste lucru nu se
poate realiza prin transmiterea directd a semnalelor, fard o prelucrare prealabild, deoarece
s-ar produce o interferenta intre semnale, astfel incat, la receptie ar fi imposibil de regasit
semnalele individuale.

Aceastd interferentd se poate explica prin faptul cd in urma analizei spectrale a
semnalelor s-a observat cd banda acestora incepe de la zero Hz (semnale de joasd
frecventd).

Transmiterea simultand a mai multor semnale pe un acelasi circuit fizic este
posibila prin utilizarea tehnicilor de multiplexare in timp sau frecventa a semnalelor.

Multiplexarea in frecventd a semnalelor se bazeazd pe deplasarea spectrelor de
frecventa ale diverselor semnale, astfel incat acestea sa ocupe benzi de frecventa diferite,
fara a se suprapune.

Deplasarea spectrelor semnalelor se realizeaza prin modulatie.

> In cazul canalelor de telecomunicatii fara fir (a sistemelor de radiocomunicatii)
modulatia permite utilizarea eficientd a sistemului de propagare a undelor
electromagnetice.

Cu ajutorul teoriei propagdrii undelor electromagnetice se poate arata ca un semnal
poate fi emis cu un randament bun numai daca antena are o lungime de cel putin o zecime
din lungimea de unda corespunzitoare frecventei minime din spectrul acestui semnal.

A1 ¢ @.1)

™10 10f
Cum spectrul generat de un microfon in fata caruia se vorbeste are frecventa
maxima in jurul a 10kHz, rezulta ca pentru a emite unde electromagnetice corespunzatoare
frecventelor vocii umane, ar fi necesare antene de ordinul kilometrilor, lucru ce nu ar fi
practic.
In practica toate semnalele emise in eter sunt modulate, deplasand astfel spectrul in
domeniul frecventelor inalte.
Concluzie
Prin modulatie se faciliteaza:
1) Transmiterea pe acelasi canal a mai multor semnale.
2) Utilizarea eficientd a sistemelor de transmitere a undelor electromagnetice.
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In procesul de modulatie intervin urmitoarele semnale:
» Semnalul modulator x,(t)— cel ce contine informatia (mesajul);

» Semnalul purtdtor x ,(t)— asupra caruia se transfera informatia;

> Semnalul modulator x,,(t)— semnalul rezultat prin actiunea semnalului modulator
asupra semnalului purtitor, semnal ce se transmite;
Definitie

Modulatia constd in modificarea unui parametru al semnalului purtitor de

citre semnalul modulator ce urmeaza a fi transmis, avind ca rezultat deplasarea
spectrului de frecventa al acestuia din urma in domeniul frecventelor inalte.
Dupa natura semnalului purtator poate exista:

» Modulatie cu purtator sinusoidal;

» Modulatie cu purtator in impulsuri;

2.2. Modulatie cu purtator sinusoidal. Tipuri de modulatie.

Semnalul purtator are expresia:

X,()=A, cos(Q,t+,) (2.2)

Cum a modula inseamnid a stabili o dependentd intre un parametru al
purtatorului x ,(t) si semnalul modulator x,(t), este indicat ca aceasta dependenta sa

fie liniara, deoarece prin transformarea inversi, numita demodulatie, sd se poata
obtine simplu semnalul util x(t)din cel modulat.
Cum semnalul modulator poate modifica unul din cei trei parametrii electrici ce
definesc semnalul purtétor se obtin trei tipuri de modulatie:
» Modulatia in amplitudine (M.A.)
» Modulatia in frecventa (M.F.)
» Modulatia in faza (M. ®@.sau M.P.)

2.2.1. Analiza spectrala a semnalelor modulate in amplitudine (M.A.)

In acest caz amplitudinea semnalului purtitor nu mai este constanti, ea suferind o
dependenta liniara cu semnalul modulator.

Fie A(t) amplitudinea instantanee a semnalului purtator

At)=A, +kx,(t) (2.3)
unde -k- este constanta modulatorului de amplitudine.
Din (2.2) si (2.3) se obtine expresia in timp a semnalului modulat in amplitudine:

Xy (D=A(t)cos(Qt+ @) = |A, +kx,(t)]cos(Q,t+ D) (2.4)

Aceasta reprezintd forma generald a unui semnal modulat in amplitudine deoarece
asupra semnalului nu s-a introdus nici o restrictie.

In figura 2.1 sunt reprezentate formele de unda ale:

> semnalului modulator x,(t)- figura 2.1a);

> amplitudinii instantanee A(t)= A, +X, (t)- figura 2.1a);
» semnalului purtator x, (t)— figura 2.1b);
>

semnalul modulat in amplitudine X, (t) - figura 2.1c¢).

Aceste reprezentari grafice s-au realizat In cazul in care constanta modulatorului de
amplitudine, k, este unitara k =1.

Curba reprezentata punctat pe graficul variatiei in timp a semnalului modulat in
amplitudine poartda numele de infasuritoare sau anvelopd a semnalului M.A., ea
reproducand forma semnalului modulator.
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Fig.2.1 Forme de unda ale:

a) Semnalului modulator i amplitudinii instantanee, b) Semnalului purtitor, ¢) Semnalul modulat in

amplitudine.
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Pentru examinarea comportarii semnalului modulat in amplitudine in domeniul

frecventa se studiaza trei cazuri particulare ale semnalului modulator.

A. Semnalul modulator este un semnal sinusoidal
Semnalul modulator este de forma:
Xy (t)=a, cos(myt+ @)
Din (2.4) si (2.5) rezulta ca:

Xpma (D)= [Ap +k xo(t)Jcos(th +®,)= [Ap +ka, cos(m,t+ (pO)Jcos(th +®,)

In ipoteza in care k =1, rezulta:

X MA (t)z A, |:1 +Z—Ocos((o0t + (po)} cos(Q t+ D)
p

(2.5)
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Notand

m=20 (1 (2.6)
Ap
care poartd numele de indice (grad) de modulatie, expresia semnalului modulat in
amplitudine devine:
XMA(t):Ap[l+mcos((oot+(p0)]cos(th+(Dp) 2.7)

sau

Xia (1) = Ap cos(Q,t+ @)+ mﬁp COS[(Qp T )t + (q)p T 0o )]+

N 2.8)
+ > P cos[(Qp —coo)t+((1)p —(po)]

In cazul in care se consideri fazele initiale ale semnalelor modulator si purtitor ca
fiind nule, expresiile matematice ale semnalelor devin:
» Semnalul modulator: x,(t)=a, cos(®,t)

» Semnalul purtdtor:  x (t)=A cos(Q2,t)
» Semnalul modulat in amplitudine: x,,, (t) =A, [1+ mcos(mot)]cos(th)

Reprezentarile grafice ale celor trei semnale sunt prezentate in figura 2.2.
Observatie:

» Semnalul purtator trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii de amplitudine,
respectiv frecventa:

Q N, A,)a, (2.9)

» Amplitudinea semnalului modulat in amplitudine variaza dupa o lege (in acest caz
sinusoidald) datd de semnalul modulator. Curba reprezentata punctat pe graficul variatiei in
timp a semnalului modulat in amplitudine, poartd numele de infasurdtoare, sau anvelopa a
semnalului M.A., ea reproducand forma semnalului modulator.

» Din relatia (2.7) se pot calcula valorile maxime si minime ale amplitudinii
semnalului M.A.

Ay, =A_(I+m
w=A, (Lm) (2.10)
A, =A, (1-m)
» Valoarea indicelui de modulatie se poate calcula astfel:
Ay,-A, A -A -
motm Ay Ay TAn Ay - A, @.11)

A, A, AL +A,
Din expresia (2.8) se constata ca spectrul semnalului M.A. contine trei componente
spectrale

» Componenta centrald de frecventd Q si amplitudine A ;
mA

p

» Doua componente de frecvente (Qp + coo) s (Qp - 0)0) de amplitudine care

se numesc componente laterale (inferioara si superioara);
Reprezentarile grafice ale spectrelor celor trei semnale sunt prezentate in figura 2.3.
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Fig.2.2 Modulatie in amplitudine cu modulator sinusoidal: a) Semnalul modulator; b) Semnalului purtator;

¢) Semnalul modulat in amplitudine.
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Fig. 2.3 Diagramele spectrale de amplitudiniale: a) Semnalul modulator, b) Semnalul purtétor;
¢) Semnalul modulat In amplitudine.



62 Analiza si prelucrarea semnalelor

Spectrul semnalului M.A. este reprezentat doar pentru domeniul frecventelor fizice
(0>0)

Important!:

Banda de frecvente ocupatd de semnalul M.A.este:

By, =20, (2.12)
Observatie:

» Incazul in care m > 1, indicele de modulatie fiind supraunitar infasuratoarea
semnalului nu mai reproduce forma semnalului modulator x,(t), acesta nemaiputand fi

obtinut prin demodulare.
Reprezentarea grafica a unui semnal supramodulat ( m > 1) este prezentata in figura
2.4.

m

q u u 'J' |H "“ ||

Fig. 2.4 Formele de undi a semnalului modulat in amplitudine: a) m=1; b) supramodulat (m >1)

B. Semnalul modulator este o suma de semnale sinusoidale

Semnalul modulator este de forma:
k=n

X ()= a, cos(m,t+ @) (2.13)
k=1
Din (2.4)si (2.13) se obtineexpresia semnalului MA:
k=nm, A
Xpa (t) = A, cos(Q t+D )+ Y k2 P cos[(Qp + o, )t + ((Dp + Oy )]+
k= (2.14)
k=nm, A

2

: pcos(Qp—(ok)t+(d)p—(pk)]
=1

Reprezentarile grafice ale spectrelor semnalelor modulator si modulat in
amplitudine sunt prezentate in figura 2.5.

Observatie:
» Inrelatia (2.14) se indeplinesc conditiile:
(Qp -, )>oorl sau Q) 20, (2.15)

» Se constata ca semnalul M. A. contine doud benzi laterale (inferioara si superioara)
in locul celor doud componente laterale ca in cazul precedent.

Important!
Banda de frecvente ocupata de semnalul M. A.este:
Bya =20, (2.16)

fiind dubld fata de banda mesajului (a semnalului modulator) B, = o,
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Fig. 2.5 Diagramele spectrale de amplitudiniale pentru cazul in care semnalul modulator este o suma de
semnale sinusoidale: a) Semnalul modulator, b) Semnalul modulat in amplitudine.

C. Semnalul modulator este o functie de timp arbitrara, neperiodica

Cazurile analizate anterior, semnalul modulator este un semnal sinusoidal sau o
sumad de semnale sinusoidale, sunt idealizéri folosite pentru simplificarea si intelederea
modului in care are loc modulatia in amplitudine a semnalelor.

Situatia reald este aceea In care semnalul modulator este un semnal neperiodic.
Pentru a calcula densitatea spectrald de amplitudine a semnalului M.A. este necesar ca
semnalul modulator x,(t) s admitd transformatd Fourier, adicd sd se poata calcula

Fixo ()} =X (jo).

Conform (2.4), densitatea spectrala de amlitudine a semnalului M.A. devine:
F{xya (1} =Xy (j0)=FJA, +kx,(t)|cos@,t+ @ ,)}=

(1.101) ilopray) — -ilopuay) A . . A . .
= F{[Ap+kxo(t)]e 2e =7pej®pF{eJQPt}+ e JCDPF{eJth}Jr

2
k jo jQt k -jo —jQut
+Ee PF pxo(t)+5e PF P'x,(t) (2.17)

Utilizand proprietatea (1.69) de deplasarea spectrului (modularea) a transformatei
Fourier,

F! {X(oo - ®, )} =gl@0t x(t)

sau

Flel®0 x(t) = X(0 - o),

rezulta ca:

FE/r'x, (0)]= X (0-0, ), Ff 7', (0)]= X, (0+ 2, ) (2.18)

Utilizand (1.111) rezultat in urma analizei spectrale a impulsului constant, de
amplitudine A =1 precum si proprietatea (1.69) rezulta ca:

F{eJQP‘ } 280 -Q,) F{e 199ty } 2180+ Q, ) (2.19)

Din (2.17), (2.18) si (2.19) se obtine expresia densitatii spectrale a semnalului M.A.
functie de densitatea spectrald de amplitudine a semnalului modulator si a frecventei
(pulsatiei) semnalului purtator:

F{XMA (t)} =X A (joa)z TA, lejcpp 6((0 -Q, )+ e r 8((0 +Q, )J+

+%[ejq)pX0(co—Qp)+ e*jq’ps(mgp)] (2.20)
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In cazul in care ® » =0 densitatea spectrald a semnalului M.A. devine:
Xya (j0)= A, [Blo-0, )+ 3w+, )]+§[X0(03— Q )+ X0+ )] 21

Reprezentarile grafice ale spectrelor semnalelor modulator §i modulat in
amplitudine sunt prezentate in figura 2.6.
Observatie:
» Pentru ambele reprezentari spectrale numai frecventele (pulsatiile) pozitive, w > 0,
au semnificatie fizica (in figura 2.6 reprezentarile grafice hasurate);
» Spectrul semnalului modulator figura 2.6.a) este limitat la la valoarea ®,,, fiind un
spectru de joasa frecventd;
> Din expresia (2.8) se constati ci spectrul semnalului M.A. X, (jo) contine trei
componente spectrale:
¢ unimpuls localizat la frecventa €, de amplitudine 7A ;

e banda laterala inferioara -BLI- plasata in intervalul (Qp -y, ), de

p
amplitudine maxima k/2;

e banda laterald superioara -BLS- plasata in intervalul (Qp , Q, toy ), de
amplitudine maxima k/2;
» Banda de frecvente ocupatad de semnalul modulator este:

B, =0y (2.22)
» Banda de frecvente ocupata de semnalul M.A.este:
By =20y (2.23)
$ X (jo)
a)
Wmﬂm Ym
0 Byp=wy
")(Mﬂ [iw)
k/2
EL:S b
Iy o
_QP_CLJM _QP _QP+CLJM I:I QP _CL:'M QP QP+CLJM

BMA = EU.JM

Fig. 2.6 Diagramele spectrale de amplitudini pentru cazul in care semnalul modulator este definit de o functie
de timp arbitrara, neperiodica: a) Semnalul modulator; b) Semnalul modulat in amplitudine.

In urma analizei spectrale a semnalului M.A. este evidentd posibilitatea utilizarii
modulatiei de amplitudine pentru transmiterea simultand a mai multor semnale pe acelasi
canal de telecomunicatii, fenomen ce se poate realiza prin utilizarea tehnicii de
multiplexare in frecventa.

Multiplexarea in frecventd a semnalelor se bazeaza pe deplasarea spectrelor de
frecventa ale diverselor semnale, astfel incat acestea sa ocupe benzi de frecventa diferite,
fara a se suprapune.
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In figura 2.7 se ilustreazd posibilitatea transmiterii simultane a n convorbiri
telefonice de pe n cai de comunicatie pe o aceeasi linie fizica, utilizand multiplexarea in
frecventa.
» Se considera ca latimea necesara benzii de frecvente pentru fiecare din convorbirile
telefonice este aceeasi B, = oy z(300—4000)Hz;

» Spectrul de frecvente corespunzator fiecarei convorbiri este translatat in jurul
frecventei purtdtoare Qpi ;i=Ln;

» Banda de frecventa corespunzatoare fiecarui semnal astfel modulat in amplitudine
este in conformitate cu (2.23),

Bya; =2By =[Qpi +ooM]—[Qpi —coM]; i=1n;

» Pentru a nu aparea suprapuneri intre spectrele semnalelor astfel translatate
(modulate in amplitudine) trebuie impusa conditia:

Q. +oy < Qp(i+l) OIS Qp(i+l) —Q, >20y =2B;i= 1,(n-1) (2.24)

» Considerand relatia (2.24) la limita, Qp(m) —-Q, =2B, , banda de frecventa
alocatd pe o linie de transmisie celor n convorbiri telefonice simultane are expresia:

Biinie =2nB, (2.25)

» Functie de largimea de banda proprie fiecarui tip de linie de transmisie (cablu
bifilar, cablu coaxial, fibrd opticd...) se poate calcula numarul maxim de convorbiri
telefonice (transmisii de date) ce pot avea loc simultan:

» Lareceptie se face initial separarea celor n semnale individuale cu ajutorul unor
filtre trece-banda si apoi retranslatarea lor pentru ca spectrele lor sa revina la pozitiile lor
originare B =(300—4000)Hz.
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Emisie EBanda de frecventd alocatd pe o linie de transmisie Receptie
celor n convorbiri telefonice simultane

Fig. 2.7 Principiul multiplexarii in frecventa
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In practicd transmiterea semnalelor M.A. se poate face prin mai multe metode,
rezultand astfel mai multe tipuri de sisteme de modulatie in amplitudine:
a) Cu purtator si ambele benzi laterale 2BL+P sau mai simplu MA.;
Aceste sistem a fost exemplificat anterior, expresia (generald) in timp a semnalului
M.A. fiind x, (t)= lAp +k xo(t)Jcos(th +®,), densitatea spectrala a semnalului M.A.
fiind data de (2.20), iar diagrama spectrala fiind prezentata in figura 2.6.

b) Cu purtator suprimat 2BL sau MA-PS;

Aceastd modulatie de amplitudine cu purtatorul suprimat (modulatie de produs)
translateaza functia spectrald a semnalului modulator x,(t)=a, cos(®w,t+¢,) ce urmeaza
a fi transmis prin inmultire cu un semnal sinusoidal de frecventa egala cu frecventa cu care
se translateaza spectrul.

Expresia In domeniul timp a semnalului modulat in amplitudine cu purtitoarea
suprimata este:

X MA-PS (t)zxo(t)COS(th) (2.26)
Densitatea spectrald de amlitudine a semnalului MA-PS devine:

(1.101) oIt _ oI
F{XMAfPS (t)} =XMA-ps (J‘D):F{Xo (t)COS(th)} = Fix, (t)f

Utilizand proprietatea (1.69) de deplasarea spectrului (modularea) a transformatei
Fourier, rezulta ca:

Xyia_ps (jo)= %[Xo(co—Qp)+ Xy(0+Q, )] (2.27)

Reprezentarile grafice ale spectrelor semnalelor modulator si modulat in
amplitudine cu purtatorul suprimat sunt prezentate in figura 2.8.

t %o ':Jﬁ'-’:'

)
Wmmﬂmmm o

EL:

_QP _CIJM

Bua-ps = 2oy

Fig. 2.8 Diagramele spectrale de amplitudiniale In cazul modulatiei in amplitudine cu purtatorul suprimat: a)
Semnalul modulator; b) Semnalul MA-PS.

Observatie:

» Pentru ambele reprezentari spectrale numai frecventele (pulsatiile) pozitive, w > 0,
au semnificatie fizica (in figura 2.8 reprezentarile grafice hasurate);

» Spectrul semnalului modulator figura 2.8.a) este limitat la la valoarea ®,,, fiind un

spectru de joasa frecventa;



Semnale si circuite electronice 67
> Din expresia (2.27) se constata ca spectrul semnalului MA-PS, X, ps(jo)
contine doud componente spectrale:
e Dbanda laterala inferioara -BLI- plasata in intervalul (Qp -0y ,Q, );
e banda laterald superioard -BLS- plasata in intervalul (Qp , Q) + oy );
» Banda de frecvente ocupatad de semnalul MA-PS este:
ABMA—PS =Bya =20y (2.28)
In concluzie se poate afirma ca spectrul semnalului MA-PS este acelasi cu spectrul
semnalului MA, cu exceptia celor doud impulsuri localizate la frecventele Q= care

lipsesc. Se obtin numai cele doua benzi laterale, purtdtorul fiind suprimat.
¢) Cu banda lateralda unica MA-BLU;

Analizand spectrul semnalului MA-PS ca banda laterala superioara (BLS) sau
banda laterald inferioarda (BLI) contin informatia completd privin spectrul semnalului
modulator Xo(j(n). S-a luat in consideratie doar spectrul situat la frecvente pozitive (care
au semnificatie fizica).

In concluzie in loc s se transmiti spectrul complet (MA-PS) — figura 2.8. b) — este
suficient sa se transmita fie numai BLS — figura 2.8. c), sau numai BLI — figura 2.8. d).
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K ma-pLy L)
BLS ELS °)
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_QP_CLJM _QP [:I QP QP+CLJM
e EE——
Bua-sLy = oy
X(MA—BLUb i)
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_QP _Qp+0‘]M U QP _U‘JM QP

i
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Fig. 2.9 Obtinerea spectrului semnalului MA-BLU din semnalul MA-PS: a) Semnalul modulator; b)
Semnalul MA-PS; ¢) Semnalul MA-BLU (cu BLS); d) Semnalul MA-BLU (cu BLI);
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Observatie:

» Pentru ambele reprezentari spectrale numai frecventele (pulsatiile) pozitive, w > 0,
au semnificatie fizica (in figura 2.9 reprezentarile grafice hasurate);

> Spectrul semnalului modulator figura 2.9.a) este limitat la valoarea ®,,, fiind un

spectru de joasa frecventa;
» Din expresia (2.27) se constatd ca spectrul semnalului MA-BLU, X, _gru (jm)

contine o singurd componenta spectrala:
e Blle (Qp — Oy ,Qp) sau BLS e (Qp R Qp +coM);
» Banda de frecvente ocupata de semnalul MA-BLU este:
ByasLu = Bo = oy (2.29)

2.2.2. Generarea semnalelor modulate in amplitudine (M.A.)

Din analiza semnalului MA in domeniul frecventd a rezultat cd procesul de
modulatie translateaza spectrul de frecventa al semnalului modulator. Raspunsul circuitului
care realizeazd modulatia, rdspuns care este tocmai semnalul MA, contine frecvente (ale
purtatorului) care sunt diferite de cele prezente in semnalul de intrare (semnalul
modulator).

Prin urmare modulatia nu se poate realiza utilizdnd circuite liniare invariabile n
timp, deoarece raspunsul acestora nu poate contine componente avand alte frecvente decét
cele prezente in semnalul de intrare.

In consecinta, circuitele ce realizeazd MA trebuie sa contina elemente neliniare, sau
sa fie circuite liniare variabile 1n timp.

In continuare se va prezenta procedeul de generare a celor trei tipuri de semnale
modulate, MA, MA-PS si MA-BLU, utilizand circuite liniare variabile 1n timp.

A. Generarea semnalului MA-PS

Schema de principiu a unui modulator utilizat pentru generarea unui semnal MA-
PS, cu comutator este prezentata in figura 2.10.

a b
)
K XQP FTE
@ c 2 (6] || B £ E; U 25 (t) = 2y ps (t)

Fig. 2.10 Schema de principiu a unui generator MA-PS de tip comutator

Semnalul modulator x,(t) este un semnal neperiodic a carui forma de unda este

prezentatd in figura 2.11a). Acest semnal admite transformatd Fourier, spectrul sau
(prezentat in figura 2.11 b) fiind limitat la valoarea w,, .

Comutatorul K se inchide la terminalele a sau ¢ cu frecventa Q , conectand pentru
o semiperioada terminalul b la semnalul x(t) , iar in celalta semiperioada, prin ¢ la masa.

Operatiunea de comutare poate fi consideratd o multiplicare a semnalului
modulator x,(t) cu un semnal periodic dreptunghiular x  (t) ce joacd rolul de semnal

purtdtor. Forma de unda, respectiv spectrul acestui semnal purtitor sunt reprezentate in
figura 2.11 c), respectiv d).
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W

Fig. 2.11 Forme de unda si spectrele semnalelor ce intervin in cazul generarii semmalului MA-PS

Semnalul x,(t) obtinut in urma operatiunii de comutare poate fi scris sub
urmatoarea forma:

X (D= X, (H)x, (1) (2.30)

Considerand ca semnalul purtator este un semnal periodic dreptunghiular cu
factorul de umplere, q =1/2 ce se bucurd de proprietatea de a fi par, scrierea acestuia sub
forma S.F.A. desfagurata este conform paragrafului 1.5.3 urméatoarea:

1 2 1 1 1
X, (1) = EJFE[COSQPt _ECOS3QPt + gCOSSth —7cos 70t +} (2.31)

Din (2.30) si (2.31) rezulta ca:

X, (t)= [% + g(cos Q t- %cos 3Q,t+ %cos 5Q,t- %cos 7Qt+ ..ﬂxo(t) (2.32)
T
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Utilizand proprietatea (1.69) de deplasarea spectrului (modularea), rezulta ca:

. 1 . 1 1
X, (jo)= EXO(J('O)+ ;{[Xo (0) -Q, )+ Xo (co +Q, )]— 3 [X0 (co -3Q, )+ X (0) + 3Qp) + }
In final se obtine:

Xl(j(o)zéXO(j(o)Jrl _f %Xo(m—ngp) (2.33)

unde n=2k+1keZ
Forma de unda a semnalului x,(t)este prezentata in figura 2.11 e), iar spectrul in
figura 2.11 f).

Termenul 1 [Xo (oa -Q, )+ X (co +Q, )] reprezintd spectrul semnalului MA-PS ce
T

se urmdreste a fi generat. Acest semnal poate fi extras din semnalul x,(t) prin utilizarea
unui filtru trece-banda (FTB), ce permite sa treacd doar componentele din jurul frecventei
+Q,, blocandu-le pe celelalte.

Ca FTB poate fi utilizat un circuit RLC avand frecventa de rezonantd o, = Q,.
Asadar, trecerea semnalului x,(t)=x,(t)x,(t) printr-un FTB centrat pe frecventa +€Q,;,
are ca rezultat obtinerea la iesire a urmatorului semnal:

X5 (1) = Xpa_ps (1) =X (t) cos Qt (2.34)

Forma de unda a semnalului x, (t)= Xy _ps(t) este prezentata in figura 2.11 g), iar
spectrul in figura 2.11 h).

B. Generarea semnalului MA-BLU

Generarea semnalului MA-BLU se face prin filtrarea uneia din benzile laterale ale
semnalului MA-PS. Filtrul de banda care realizeaza suprimarea unei benzi laterale trebuie
sa aiba o caracteristicd de filtrare foarte abrupta la frecventa Q,, deoarece produsul de

modulatie ce trebuie suprimat este foarte aproape de semnalul util care trebuie transmis.
Acest filtru este costisitor si dificil de realizat.

C. Generarea semnalului MA

Schema de principiu a unui modulator utilizat pentru generarea unui semnal MA,
cu comutator este prezentatd in figura 2.12.

In cazul acestui tip de modulator operatiunea de comutare poate fi considerata o
multiplicare a semnalului de intrare x,(t)+A, cosQ,t cu un semnal periodic
dreptunghiular x  (t) de frecventa Q.

Spectrul semnalului de intrare si al semnalului dreptunghiular sunt reprezentate in
figura 2.13 a), respectiv b).

a

b

ﬁp cosQPt }ff&
r FTE
K t E E t) = t
x,:,[t) C Xl[) 1 J_rggp 2[] Xz[) XMA{)

Fig. 2.12 Schema de principiu a unui generator MA de tip comutator
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Semnalul x,(t) obtinut in urma operatiunii de comutare poate fi scris sub

urmatoarea forma:

X, ()= [xo () + A, cosQtx, (1) (2.35)
i )
F{XIJ (t)+ &) cos L_.!Pt} \ XP(J&’)
f""\\
a) \ b)
-,
h‘n o . w
_QP_UJM[] Wiy Qp o EHLEEEQP_QP QP Eﬁp‘mlf"
%) b 30, (i)
L c) d)
- .
"
- L
—BQP // \‘\\ BQPQ.J o
ST - |oe 250 Q,

Fig. 2.13 Forme de unda si spectrele semnalelor ce intervin in cazul generarii semnalului MA

Spectrul semnalului x,(t) este prezentat in figura 2.13 c). Se observa ca spectrul

semnalului x,(t) contine spectrul semnalului MA (centrat la =), precum si spectrele

aditionale nedorite centarte la frecventele ® =0,+3Q,,£5Q,,£7Q5....

Termenul l[Xo(co—Qp)+Xo(co+Qp)]+Ap[S(oa—Qp)+8(@+QP)] ce reprezintd
T

spectrul semnalului MA ce se urmareste a fi generat poate fi extras din semnalul x,(t) prin
utilizarea unui filtru trece-banda (FTB), ce permite sa treaca doar componentele din jurul

frecventei £ Q) , blo

candu-le pe celelalte.

Spectrul semnalului MA astfel generat este prezentat in figura 2.13 d).
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2.2.3. Demodularea semnalelor modulate in amplitudine

Prin demodulare se intelege procesul de extragere a semnalului modulator dintr-o
oscilatie modulata. Orice receptor radio, oricat de simplu ar fi, trebuie sd contina cel putin
etajul demodulator, precedat de antend (care furnizeaza semnalul modulat) si urmat de un
traductor electroacustic care transforma semnalul electric in semnal acustic.

In domeniul frecvents, prin demodulare trebuie si se realizeze retranslatia
spectrului in pozitia initiald. Demodulatia semnalelor M. A. se numeste detectie.

In continuare se va prezenta procedeul de demodulare a celor trei tipuri de semnale
modulate: MA, MA-PS si MA-BLU, utilizand circuite liniare variabile in timp.

B. Demodularea semnalului MA-PS
Demodularea are ca scop obtinerea semnalului original (modulator) x,(t) din
semnalul modulat X ;,_pg(t)=X, (t)cos(th) .

Pentru a obtine matematic retranslatia spectrului in pozitie originald se nmulteste
semnalul modulat cu cos(€2,t).

Semnalul astfel obtinut are expresia:
Xg (1) = Xya_ps (t) cOS(2,t) (2.36)
Spectrul semnalului astfel obtinut (reconstruit) are expresia:

(2.26) )
XR(jco):F{xMA_PS(t)cos(th)} = F{xo(t)cos (th)}:

1 1.101) . et | 72t
oo 0

= —F{x0 (t)(l + cos(2th))}( = =

1
2 2

In final se obtine:
Xg (joa)z%Xo (j(o)+% [Xo(0+20, )+ Xy(0-20, ) (2.37)

Relatia (2.37) sugereaza ca semnalul modulator (de joasa frecventd) poate fi obtinut
din semnalul astfel reconstruit utilizdnd un filtru trece jos (FTJ) ce elimina spectrele de
inalta frecventa centrate pe £ Q.

Expresia spectrul semnalul demodulat este urmatoarea:

. 1 .
X (jo)=>X(jo) (2.38)
Intrucat atat la emisie cat si la receptie, translatarea spectrelor se obtine prin

inmultirea semnalelor de intrare (xo(t) la emisie, Xy_ps(t) la receptie) cu cos(Q2,t),

rezultd ca la demodulare pot fi folosite aceleasi circuite ca cele utilizate pentru procesul de
modulatie. Singura deosebire constd in Inlocuirea FTB utilizat la modulator cu un FTJ la
demodulator.

In cazul sistemelor MA-PS este necesar ca semnalul purtitor generat la receptie si
aibd aceeasi frecventd ca cea a semnalului purtitor utilizat la emisie. Orice abatere da
nastere la distorsiuni foarte mari.

Presupunénd ca frecventa purtatorului de la receptie (demodulare) este Q, +AQ ,

semnalul reconstruit are expresia:
1
Xg (1) =X (t) cos(Q t) cos(AQ t) = 5 X, (t)[cos(Ath) +c08(2Q2, +AQ )t]
iar spectrul semnalului devine:

Xy (jo)= %F{xo(t)cos(Ath)}+%[Xo(co+ 20, +AQ, )+ X, (0-20, A0, )|
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In urma filtrarii acestui semnal (cu un FTJ) spectrul semnalul demodulat are
expresia:

X, (jo)= %F{x0 (1) cos(AQ, 1)} = %[X0 (0+40, )+ X, (0-A0, ) (2.39)

Spectrul semnalului demodulat astfel obtinut este prezentat in figura 2.14. Se
observa ci o abatere AQ,, oricat de micd, da nastere unor distorsiuni foarte mari, datorita

faptului ca are loc o suprapunere a celor doud spectre de joasd frecventd axate pe £ AQ .

L

g (o)

suprapunerea celor doud benzi de joasd frecventd

[
/R( : «“
P -
[- AGlp — oy A +ooyg | AR —wyy AL *wgy | = D

_&QP +CLJM

ﬂQP +CL:'M

Fig. 2.14 Aparitia distorsiunilor 1n cazul detectiei sincrone a semnalelor MA-PS

Prin urmare, este foarte important ca frecventele purtitoare de la emisie si receptie
sd fie identice, fapt ce implica un circuit foarte costisitor la receptie.

Metoda prezentatid, de obtinere a semnalului MA-PS, este denumitd detectie
sincrond, sau detectie coerenta.

B. Demodularea semnalului MA-BLU

Obtinerea semnalului original (modulator) x(t) din semnalul modulat X, gy
se face prin detectie sincrona. Notdnd cu X (ya_pLu), (t) semnalul BLU-PS corespunzitor

BLS, a carui spectru este reprezentat in figura 2.15a), se poate determina transformata
Fourier a semnalului reconstruit x (t), (obtinut prin inmultirea semnalului X (MA-BLU), (t)

cu cos(Q2,t) ), a carui expresie este urmatoarea:
Xr ((D): F{X (MA-BLU), (t)COS(th)} =

1 (2.40)
= > [X(MAfBLU)l ((9 +Q, )+ X(MA-BLU), (03 -Q, )]
Scriind pe X(ya-pLu), (®) ca o sumi de doua transformate Fourier,
X(MA-BLU),; (0)) = X" (MA-BLU); (0))+ X" (MA-BLU); ((D) (2.41)

unde Xi(MA—BLU)l(O)) ;X+(MA—BLU)1(0)) sunt spectrele reprezentate in figura 2.15a), din
relatiile (2.40) si (2.41) rezulta ca:

Xr (0))= %I:X_(MA—BLU)I (0) -Q, )+ X" (MA-BLU); (0) +Q, )]+

(2.42)

+ % X" (MA-BLU), (0) +Q, )+ X" (MA-BLU),| (Co -Q, )

Xo(w)
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Descompunerea (2.41), desi artificiala (deoarece nu exista functii de timp reale care
sd aiba astfel de transformate Fourier), este utild deoarece facilitaza reprezentare grafica a
spectrului semnalului reconstruit X ()- vezi figura 2.15b).

I-.-IJL—BLT_le (UJ)

a)
X “a-pLuy (@ " (Ma-BLU),
ol
- QP - CLJM - QP n Q Q + CLJM -
b3 g o B

X (s (o + 2, ) X maceLoy (o - €2,

X_(MA—BLT_le (0.3 - QP \ TIT‘[:/ KJ'(MA-BLU:Il (0.3 + QP)

[l

-2, —wy 282,  -wy 0] oy 20 20 twy

P P

Fig. 2.15 Demodularea semnalului MA-BLU

Se observa ca prin demodularea semnalului MA-BLU, se obtine semnalul original
X, (jw), impreund cu un semnal aditional de tip MA-BLU, translatat la + 2Q) . Extragerea

semnalului modulator x,(t) se realizeaza utilizand un FTJ.

Demodularea semnalelor MA-BLU fiind identicd cu cea a semnalelor MA-PS
rezulta ca si circuitele utilizate pentru modulare vor fi identice.

C. Demodularea semnalului MA

Semnalele MA pot fi demodulate utilizand principiul detectiei sincrone, prezentata
la demodularea semnalelor MA-PS si MA-BLU.

Datorita distorsiunilor de la receptie ce apar in cazul abaterilor In frecventa,
semnalele MA pot fi demodulate cu circuite mult mai simple si anume: detectoare
redresoare sau detectoare de anvelopa.

In continuare se prezinta principiul utilizat in cazul detectiei anvelopei semnalului

MA.
Schema bloc a detectorului de anvelopa este prezenta in figura 2.16.
Circuit de i : * C de Prelucrare
intrare ¢XM£E&) Redresor FTI ;*XD [t) Cuplaj ¢XD I:t:] setmnal
| DETECTORDE |
i ANVELOPA !

Fig.2.16 Schema bloc a detectorului de anvelopa

Detectoarele sunt destinate “transformarii” unui semnal de nalta frecvena, modulat
in amplitudine, intr-un semnal de joasa frecventd, identic cu semnalul modulator.
Detectoarele cu elemente neliniare sunt cel mai des intalnite in tehnica radioreceptiei.

Prin detectie trebuie sd se obtind informatia aflatd in anvelopa semnalului, deci
practic trebuie urmarite doar valorile maxime ale semnalului MA.
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In figura 2.17 este prezentati schema electrica a unui detector cu dioda serie.

. D | o ot b |
O : l - —]— i |
IR QXMW&M c R.ELG&M | ®s |
AR, Wt I G N 2
'Eedresor ! i FTT | P de | ' Beristentd!

i i : i i cuplaj i i de saru:inéi

Fig.2.17 Schema detectorului cu dioda serie

Functionarea detectorului de anvelopa, privitd la scara de timp corespunzdtoare
oscilatiei de Tnaltd frecventa (semnalul purtator) este urmatoarea:

» Pe fiecare maxim al alternantei pozitive, dioda D se va deschide incarcand
condensatorul C;

» Condensatorul se incarca/descarca lent cu constanta de timp RC si in acest caz
semnalul de la iesire va urmari anvelopa semnalului modulat in amplitudine.

In continuare se va prezenta rolul fiecirui circuit ce intrd in componenta schemei
bloc a detectorului de anvelopa, precum si semnalele obtinute la iesirea fiecarui asemenea
circuit.

a) Circuit de intrare

Circuitul de intrare (antend, circuit de acord, amplificator de frecvente
intermediare...) are rolul ca din multitudinea de semnale emise in eter sa selecteze semnalul
dorit a fi receptionat.

Acest semnal, modulat in amplitudine, constituie semnalul de intrare pentru
detectorul de anvelopa.

b) Circuitul de redresare

In cazul in care semnalul de intrare este semnalul modulat in amplitudine, la iesirea

circuitului de redresare se obtine semnalul x, (t)prezentat in figura 2.18.

AL I

s 1.8ms 2.8ms 3.8ns

Fig.2.18 Semnalul obtinut la iesirea circuitului de redresare

c¢) Circuitul de filtrare FTJ
Pentru a urmarii valorile maxime ale semnalului MA, a obtine de fapt
infaguratoarea semnalului, trebuie sd nu se permita semnalului odatd ajuns intr-un maxim
sa scada in zero. Acest lucru se va realiza cu ajutorul circuitului de filtrare.
> Inintervalul de timp in care dioda D este deschisa, tensiunea de pe rezistorul R

urmireste tensiunea de intrare x§(t)=x,, AR (t).



76 Analiza si prelucrarea semnalelor

> Inintervalul de timp in care dioda D este blocati, tenssiunea de pe rezistorul R are
t

expresia x(t)=Uye © , unde:

Uy este amplitudinea tensiunii Xy, , (t)

7 =RC (constanta de timp a circuitului RC) (2.43)
Semnalul obtinut la iesirea circuitului de filtrare x(t) este prezentat in figura 2.19.

=

Fig.2.19 Semnalul obtinut la iesirea circuitului de filtrare (plasat pe semnalul MA)

Observatie:
> Expresiile tensiunii de la iesire circuitului de filtrare, x;(t), prezentate anterior sunt
determinate in cazul in care dioda D este ideald (caracteristica diodei s-a considerat liniara
in zona de conductie, s-a neglijat tensiunea de deschidere a diodei, ry =0, R; = ).
Pentru a nu apirea distorsiuni (semnalul x;(t) trebuie si urmareasca anvelopa

semnalului), constanta de timp a circuitului RC t=RC, trebuie sa indeplineasca
urmatoarele doua conditii:

1) 1:)Tp =L (2.44)
f
p
unde Tp = L = 2_75
fp Qp

Daca nu se respectd aceasta conditie apar distorsiuni prezentate in figura 2.20a).

Fig.2.20a) Distorsiuni ce pot aparea la iesirea FTJ, pentru valori mici ale constantei de timp a circuitului RC
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2. (T, :i (2.45)
fo
unde T, = 1_2n
f,

Daca nu se respectd aceastd conditie apar distorsiuni de neurmarire prezentate in
figura 2.20b).

B

Fig.2.20a) Distorsiuni de neurmarire ce pot aparea la iesirea FTJ

In concluzie, la proiectarea FTJ trebuie respectati conditia:

1 1
§>T>_p (2.46)

d) Condensatorul de cuplaj
Semnalul obtinut la iesirea circuitului de filtrare x(t) contine o componenta

continu. In figura 2.21 este prezentat semnalul x;(t) comparativ cu semnalul modulator

Xo(t). e

Fig. 2.21 a) Semnalul de la iesirea circuitului de filtrare x(t); b) Semnalul modulator xo(t)

Condensatorul de cuplaj C. are rolul de a anula componentei continue a

semnalului xj(t).

In figura 2.22 este prezentat comparativ semnalul obtinut in urma demodularii
utilizand detectorul de anvelopa, cu semnalul modulator.

1“\\ I M
“‘ ‘M‘ | \"1" M'

Fig.2.22 Semnalul demodulat (fard componenta continud) si semnalul modulator
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Este acum usor de inteles de ce gradul de modulatie m trebuie sa respecte conditia
(2.6), m({1. Pentru m>1, figura 2.4b), suprimand alternanta negatigd, se obtine o
infaguratoare a semnalului MA redresat care nu mai reproduce forma de unda a semnalului
modulator.
Pentru acelasi motiv, demodulare prin redresare (in acest caz cu detector de
anvelopd), nu poate fi utilizata in cazul semnalelor MA-PS si MA-BLU.

2.2.4. Comparatie intre sistemele de modulatie in amplitudine

In cazul fiecaruia din tipurile de modulatie in amplitudine prezentate anterior (MA,
MA-PS si MA-BLU), se vor analiza urmatoarele trei caracteristici:
Largimea de banda a semnalului emis;
Puterea necesara la emisie;
Complexitatea circuitului de demodulare utilizat la receptia semnalului.

. Sistemele MA

Semnalul emis ocupd o banda relativ mare By;, =2y (Dezavantaj);

Aparatura de emisie trebuie sa transmita o putere mare (Dezavantaj);
In semnalele MA purtitorul nu contine nici un fel de informatie si deci puterea
semnalului MA corespunzatoare purtatorului reprezinta o risipa.

Examinarea continutului relativ de puteri al semnalului MA duce la constatarea ca
puterea corespunzdtoare purtitorului este mult mai mare decat puterea utila
corespunzatoare benzilor laterale (care contin informatia).

Analizand semnalul modulat in amplitudine la care mesajul (semnalul modulator)
este o sinusoida (2.8) si tindnd cont de faptul ca puterile sunt proportionale cu patratele
amplitudinilor, raportul dintre puterea utild si putera totald a semnalului MA, randamentul
sau eficienta procesului de emisie, are urmatoarea expresie:

2
2( mAp j
P 2 2
2 —2| +AZ
2 P
Randamentul este maxim 1n cazul in care m =1, rezultand ca:

P 1
' = — 2.48
MNmax ( Pt Jmax 3 ( )

In concluzie eficienta transmisiei este de 33%. Pentru indici de modulatie subunitari

vV p» VYVYVY

. 1 P
aceasta eficientd scade ( de exemplu m = E:M] = (—“j =0.11)
t
» Circuitul de demodulare are o structura simpla (Avantaj);
Detectia semnalelor MA se realzeazd simplu utilizdnd circuite de detectie de
anvelopa. Ca atare acest sistem de MA este indicat a fi utilizat atunci cand echipamentele
de receptie trebuie sa fie simple (in radiodifuziune de exemplu).

B. Sistemele MA-PS

» Semnalul emis ocupd o banda relativ mare B,;,_ps = Bya =20y (Dezavantaj);

» Aparatura de emisie trebuie sa transmitd o putere mica (Avantaj);
Eficienta emisiei este in acest caz de 100%, deoarece nu se transmite semnalul purtdtor ci
doar benzile laterale ce contin informatia.

» Circuitul de demodulare are o structura complexa (Dezavantayj);



Semnale si circuite electronice 79

Pentru a realiza detectia sincrond, purtitorul care trebuie generat la receptie trebuie
sa fie perfect identic cu cel de la emisie. Uneori se lasa in semnal un rest de purtator care se
utilizeaza la detectie. Transmisia cu semnale MA-PS este folosita in sistemele telefonice
prin radio la distante foerte mari sau in legaturile telefonice pe linii de Tnalta tensiune.

C. Sistemele MA-BLU

> Semnalul emis ocupa o banda relativ ingustd By, gy = ®y (Avantaj);

» Aparatura de emisie trebuie sa transmitd o putere mica (Avantaj);
Eficienta emisiei este in acest caz de 100%, din aceleasi considerente prezentate la
sistemele MA-PS.

» Circuitul de demodulare are o structurd complexa (Dezavantaj),
Pentru a realiza detectia sincrond, purtdtorul care trebuie generat la receptie trebuie sa fie
perfect identic cu cel de la emisie. Transmisia cu semnale MA-BLU este folosita in
sistemele telefonice si telegrafice multiple.

2.2.5. Analiza spectrali a semnalelor modulate in frecventa (M.F.)

Pentru a stabili expresiile semnalelor modulate in frecventd este necesar sa se
defineasci notiunea de functie sinusoidali generalizati. in cazul functiei sinusoidale
generalizate cei trei parametrii ce o caracterizeaza (amplitudine, frecventd si faza initiald)
nu sunt constanti in timp ci variabili. Cazul amplitudinii variabile in timp a fost tratat in
cazul analizei semnalelor modulate in amplitudine.

Semnalul sinusoidal generalizat are expresia:

x(t)=Acos D(t) (2.48)
unde ®(t) reprezintd faza semnalului la un moment dat si se numeste faza instantanee a
semnalului.

a) Din punctul de vedere al fazei instantanee, diferentele intre un semnal sinusoidal
generalizat si un semnal sinusoidal propriu-zis sunt urmatoarele:

» @(t) este o functie liniard in timp in cazul un semnalului sinusoidal propriu-zis, de
expresie:

D(t)=Qt+ D, (2.49)

» @(t) este o functie de timp oarecare in cazul un semnalului sinusoidal generalizat;

Frecventa instantanee a semnalului, Q., este definit ca viteza de variatie a fazei in timp,
avand expresia:
Q;(t) = w
dt

b) Din punctul de vedere al frecventei instantanee, diferentele intre un semnal
sinusoidal generalizat si un semnal sinusoidal propriu-zis sunt urmatoarele:

> Q,(t)este o constantd in cazul un semnalului sinusoidal propriu-zis, de expresie:
)= O(t) 2 Qt+ D,

dt dt

» Q,(t) variazd In timp 1n cazul un semnalului sinusoidal generalizat.

Observatie
» Conform definitiei frecventei instantanee in cazul semnalului sinusoidal generalizat
(2.50), expresia matematica a fazei instantanee se poate scrie dupa cum urmeaza:

D(t) = [Q;(t)dt (2.52)

(2.50)

Q,(t =Q, (2.51)
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Conform precizarilor anterioare privitoare la semnalul sinusoidal generalizat
urmeaza a se stabili expresiile analitice ale semnalelor MF.

A modula in frecventd semnalul purtator x (t) , inseamnd a crea o dependenta
liniara intre frecventa instantanee, €; a purtdtorului si semnalul modulator x(t), conform
relatiei:

Q;(t)=Q, +kx, (1) (2.53)
unde -k- este constanta modulatorului de faza.

O exemplificare a modalitatii de variatie a frecventei instantanee Q;(t), in cazul in
care semnalul modulator este periodic, de perioada Ty, avand expresia

T,
0 te|0,-2
2
T >
Q, te (TO,TO j
iar k este o constanta egald cu unitatea este prezentata in figura 2.23

;e

I

X (t) =

&2

P

T, /2 T,

L

Fig.2.23 Variatia in timp a frecventei instantanee €, (t) , a semnalului MF

Conform (2.52), faza instantane a semnalului modulat in frecventa devine:
O(t) = [Q; (dt = [(Q, +kxo(0)dt =, t+ k[ x, (D dt + D, (2.54)
t t t
iar semnalului modulat in frecventa (in forma generald) are expresia:

Xyp(D=A, cosD(t)= A cos[th +k|[ x,(t)dt +q>p} (2.55)
t

In cazul in care semnalul modulator x,(t) este nul pentru valori negative ale
timpului, iar constanta @ este consideratd nula, expresia generala a unui semnal MF

devine:

Xpp(D=A, cos{th +k|[ xo(1) dt} -
t (2.56)

=A, cos(th)cos{kJ‘ X, (1) dt} -A, sin(th)sin{kJ‘ X, (1) dt}

In continuare se prezintd expreia semnalului MF in cazul in care semnalul
modulator este sinusoidal.

Semnalul modulator este de forma (2.5), x,(t)=a,cos(®,t+@,) iar semnalul

purtator sinusoidal are expresia (2.2), X ,(t)=A , cos(Q t+D ).
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Frecventa instantanee, €Q;, conform (2.53) are expresia:
Qi(t):Qp +kajcoso,t =Q, +AQcoswyt (2.57)
unde AQ =ka, =2nAf se numeste deviatie de frecventd a semnalului MF §i mdsoara
depdrtarea maxima a frecventei instantanee Q. (t) fata de Q.

In figura 2.24 este prezentati variatia in timp a frecventei instantanee pentru doui
valori ale deviatiei in frecventa.

¥

Fig.2.24 Variatia in timp a frecventei instantanee (). (t) , a semnalului MF pentru doud valori ale deviatiei in

frecventa AQY; >AQ), (semnal modulator sinusoidal)

Faza instantanee, ®(t), conform (2.52) are expresia:

o(t) = [ (Ddt = [(Q, +AQcos 0, t)dt = O t FELL IO (2.58)
t t ()
Notand
p =002 _Af (2.59)
o, f,

ce poartd numele de indice de modulatie in frecventa, expresia analitica a semnalului MF,
devine:

Xmr (=4, cos(th+Bsin mot) (2.60)
Relatia (2.60) se poate scrie si astfel:

Xvr (=4, [cos(th)cos( Bsinm,t)— sin(th)sin( Bsin coot)J (2.61)
Observatie:

. . . T ... 2m
» Functia cos( Bsin ooot) este pard, periodica de perioadd —;
®y

L . . o T .. 2m
» Functia sm( Bsin coot) este impara, periodica de perioada o ;
0
Dezvoltand in serie Fourier cele doua functii, se obtin expresiile:

cos(Bsinwyt)=T,(B)+ 2% T, (B)cos( 2k ,t)
) k=l (2.62)
sin(Bsinm,t) =2 T,y (B)cos[(2k + 1), t]
k=1
Coeficientii J, (B) reprezintd valorile functiilor Bessel, J, (x) de speta intai si ordinul k,

calculate pentru x =J3.
In figura 2.25 sunt reprezentate grafic functiile Bessel de speta I si ordinul k.
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Fig.2.25 Reprezentarea grafica a functiilor Bessel de speta I si ordinul k

Aplicand expresiei (2.61) dezvoltariile in serie Fourier (2.62), expresia unui semnal
MF devine:

XM (t):ApJO(B)cos(th)+

+A, g [Jn (B)cos(Qp +no, )t +(=1)"1, (B)cos(Qp -nw, )t]

In figura 2.26 sunt reprezentate grafic formele de undi ale semnalului purtator si
ale unui semnal MF pentru doud valori ale indicelui de modulatie in frecventa [3.De

asemenea este prezentatd variatia in timp a frecventei instantanee pentru toate cele trei
cazuri.

Aceste reprezentdri grafice permit o mai buna intelegere a principiului de modulatie
in frecventa.

Pentru determinarea spectrului de frecvente al unui semnal MF se are in vedere
urmatoarele observatii:

» Conform expresiei generale a semnalului MF, (2.56), se constata ca evaluarea

spectrului de frecvente este complicatd din punct de vedere matematic datoritd aparitiei

expresiei kj. X, (t)dt in argumentul functiilor trigonometrice;
t

(2.63)

> In cazul in care semnalul modulator este un semnal sinusoidal, prin intermediul
expresiei (2.63) a semnalului MF se pun in evidentd componentele spectrale ale acestuia.
Se constata ca semnalul MF contine un numar infinit de componente nu numai trei cum
avea semnalul MA.
Teoretic, latimea de bandd ocupatd de semnalul MF este infinitd. Practic,
amplitudinile componentelor spectrale departate de € devin neglijabile, aproape toata

energia semnalului MF fiind continutd in componentele spectrale localizate in interiorul
unei benzi finite.
Ca urmare a acestei ultime consideratii si pe baza celor doua observatii anterioare,

metoda de prezentare a spectrului semnalului MF este urmatoarea:

» Se alege criteriul matematic dupa care semnalele MF se clasifica in semnale de
banda ingusta sau banda larga;

> In cadrul fiecirei din cele doui categorii se precizeaza criteriile matematice pentru
semnalul MF prezentat in forma generala (2.56), sau particulara (2.63) - semnalul
modulator fiind un semnal sinusoidal.
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Fig.2.26 Reprezentarile grafice corespunzatoare: a) semnalului purtator; b) frecventei instantanee a
semnalului purtitor; c¢) semnalului MF 3 =3, =10; d) frecventei instantanee a semnalului MF
B =Py =10; e) semnalului MF f =, =25 {) frecventei instantanee a semnalului MF =0, =25;

A. Semnale MF de banda ingusta
Al.Semnal MF cu modulator oarecare

Conditia matematica pentru ca un asemenea semnal sd aibd banda de frecventa
ingusta este urmatoarea:

[ xp(0)at

t

k <<§ (2.64)

max

Conform conditiei (2.64), se pot face urmatoarele aproximari:
cos{kJ‘ X (1) dt} ~1
' (2.65)
sin{k.f xo(t)dt}z k[ x,(t)dt
t t
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Conform (2.65), expresia semnalului MF de banda ingusta, devine:
Xyr (D)= A{cos(ﬂpt)— k( [ xo(t)dthin(th)} (2.66)
t
In acest caz densitatea spectrald de amlitudine a semnalului MF are expresia:
F{XMF(t)}=XMF(m):ApF{cos(th)—k(j xo(t)dtjsin(ﬂpt)} (2.67)
t

Conform (1.114), calculul densitatii spectrale a unui impuls cosinusoidal, rezulta ca:
F{cos(th)} = TE|_8((,0 -Q, )+ 8(0) +Q, )J

Conform (1.101) se obtine ca:
1.101) jQpt _ —iOpt
kF{LU X, (1) dtJ}

(
F{k(_[ xo(t)dthin(th)} -
t

Notand cu g(t) = j X, (t)dt siutilizdnd proprietatea (1.69) de deplasare a spectrului

t

t
(modularea) a transformatei Fourier, rezulta ca:
(L114)
- %[G((D_Qp)_ G(OH' Qp )]

F{k[! xo(t)dthin(th)} -

unde,
G(o)= F{ | xo(t)dt}

t
Confom proprietatii (1.72) de integrare in timp a transformatei Fourier rezulta ca:

X
6(w)= X0l
jo
unde,
Xo(0) = Fixo (1)}
Conform observatiilor anterioare spectrul semnalului MF de bandd ingusta are expresia:
KA, [X,(0-9)) X(0+Q,)
Xy (0)=A, 18l0-Q, )+ 8o+ Q, )|+ —2| = pl 0 71 (2.68
N N
Se observa ca spectrul semnalului MF de banda ingustd este similar cu cel al
semnalului MA, expresia (2.21), obtinandu-se si in acest caz purtatorul si cele doua benzi

laterale.
Reprezentarea graficd a spectrelui semnalului MF de banda ingustd (cu semnal

modulator oarecare) este prezentat in figura 2.27.

LXI-.-IF{CU)
by ety /20 03y) _ fr
ELI ELE:
_QP_QJM _QP i r.rQP —*m Uf.
- QP + CL]M [:I QP QP + CL]M
ELS ELI
BMF = EU.JM

Fig. 2.27 Diagrama spectrald a semnalului MF de banda ingustd (semnal modulator oarecare)
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Observatie:

» Doar spectrul corespunzator frecventelor (pulsatiilor) pozitive, ® > 0, au
semnificatie fizica (in figura 2.27 reprezentarile grafice hasurate);

> Spectrul semnalului modulator este limitat la la valoarea ), fiind un spectru de
joasa frecventa;

» Din expresia (2.68) se constata ca spectrul semnalului MF, X, ¢ (03) contine trei
componente spectrale:

e unimpuls localizat la frecventa Q , de amplitudine A ;

e bandi laterala superioard -BLS- plasata in intervalul (Qp , Q) toy );
e Dbanda laterala inferioara -BLI- plasata in intervalul (Qp —0y,Q, );

= Banda laterald inferioard este in opozitie de fazd cu banda laterala
superioard. Din

punct de vedere matematic, acest lucru este evidentiat prin semnul raportului P
0) f—
p
astfel:
Xolo—Q
Xolo-2,) >0, daci (©- €, )>0;
0=32p
Xolo—Q
O(—p) <0, daca ((o—Qp)<0;
0) —

p
> Banda de frecvente ocupata de semnalul M.F. de banda ingusta este:
BMF(bandaingusta) = 2(’0M (269)
Desi din punct de vedere al spectrelor semnalele MA si MF de banda ingusta au
multe asemandri, formele lor de undd sunt totusi foarte diferite. La un semnal MA,

frecventa este constanta si amplitudinea variaza in timp, iar la un semnal MF, amplitudinea
este constanta si frecventa variaza in timp.

A2.Semnal MF cu modulator sinusoidal

Conditia matematica pentru ca un asemenea semnal sd aiba banda de frecventa
ingusta este urmatoarea:

B<<§ (2.70)
Conditia (2.70) este identicd cu conditia (2.64), unde [ este parametrul
k[ x,(t)dt

t max
In conformitate cu conditia (2.70) doar termenii de ordinul 0 si 1 ai functiei Bessel
de speta Intdi au o amplitudine semnificativa (vezi figura 2.25), toti ceilalti termeni,
J,(B),T5(B).. fiind neglijabili.
In aceste conditii expresia semnalului MF de bandd ingusti, cu modulator
sinusoidal devine:

xmr (D=4, [Jo (B)cos(th)+ 1 (B)cos(Qp +no, )t -] (B)COS(QP -no, )tJ(2.71)

Tinand cont cd se pot face aproximatiile J, (B) ~1;], ([3) ~ % , expresia (2.63) devine:

Xumr(D)=T, (B)cos(th)+%cos(Qp +no, )t - %cos(Qp -no, )t (2.72)
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Reprezentarea graficd a spectrelui semnalului MF de bandd ingustd (cu semnal
modulator sinusoidal) este prezentat in figura 2.28.
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Fig. 2.28 Diagrama spectrald a semnalului MF de banda ingusta (semnal modulator sinusoidal)

Se remarcd i in acest caz ca spectrul semnalului MF de banda ingustd cu
modulator sinusoidal este similar cu cel al semnalului MA. Se observa de asemenea ca la
componeneta laterald inferioard apare un defazaj de © fatd de componenta corespunzatoare
semnalului MA, ceea ce a fost demonstrat in cazul general (semnal modulator oarecare) al
semnalului MF de banda ingusta.

In concluzie:

BMF(bandaingusta) = BMA = 2’('00 (273)
B. Semnale MF de banda larga

B1.Semnal MF cu modulator oarecare

Conditia matematica pentru ca un asemenea semnal sa aiba banda de frecventa
larga este urmatoarea:

[ xp(Ddt

t

T
k >— 2.74
5 (2.74)

max

Analiza spectrald pentru un semnal modulator, x,(t), oarecare este dificild. Prin

considerarea semnalului modulator ca fiind sinusoidal, analiza se simplificd. Rezultatele
obtinute prin acesta ipoteza simplificatoare sunt insd concludente pentru proprietatile unui
semnal modulat in frecventa.

B2.Semnal MF cu modulator sinusoidal

In acest caz expresia matematica a semnalului MF este data de (2.63), adici:
Xpr(D=A,Jg (B)cos(th)+ ALY [Jn (B)cos(Qp +no, )t +(=1)"1, (B)cos(Qp -no, )t]
n=l

Pentru a intelege mai usor modul in care se comportd un semnal MF de banda
largd, se analizeaza cazul in care indicele de modulatie in frecventd, f=2.

In acest caz doar termenii de ordinul 1, 2, 3 si 4 ai functiei Bessel de speta inti au
o amplitudine semnificativd (vezi figura 2.25), toti ceilalti termeni, J4(B),J,(B).. fiind
neglijabili.

Componentele spectrale semnificative sunt plasate la urmatoarele valori ale
frecventei: Q,Q tw,;Q, +20,; Q, +30,;Q, +40,.

Banda ocupata de semnal este BMF([}:Z) = (Qp +40, )— (Qp -4, )= 8w,
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Asupra spectrului unui semnal MF se pot face urmatoarele observatii calitative:
» Pe masura ce indicele de modulatie in frecventa B creste, componentele laterale de

ordin mai mare devin nesemnificative. Numarul de componente laterale N care trebuie luat
in consideratie se determind din considerentul ca ele sd contind 99% din puterea

semnalului MF.
» Din reprezentarile grafice ale functiilor Bessel (vezi figura 2.25), se observa ca

purtdtorul continut in semnalul modulat, de amplitudine A ,J o(B), nu mai are totdeauna

cea mai mare amplitudine, ca n cazul semnalelor MA.
» Pentru valorile lui 3 la care J O(B) intersecteaza abscisa, purtatorul lipseste din

semnalul MF. Pentru orice valoare a lui 3, amplitudinile componentelor relativ indepartate
de frecventa componentei centrale €, descresc tinzand spre zero, adica se afld in relatia:
Ty (B) >Jn (B) >Jiin (B) , k sufient de mare (2.74)

Reprezentarea graficd a spectrului semnalului MF de bandd largd (cu semnal
modulator sinusoidal) este prezentat in figura 2.29.
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Fig. 2.29 Diagrama spectrala a semnalului MF de banda larga (semnal modulator sinusoidal)

In concluzie:

2N
BMF(bandalarga) = 2I\IO‘)O = ?AQ (275)

unde N este numarul de componente laterale N ce contin 99% din puterea semnalului MF.
In continuare se prezintd cateva modalitati de a calcula banda de frecventa a unui

semnal MF, functie de indicele de modulatie in frecventa, f3.
1) Indice de modulatie de valoare mare 1 <3 <15

a) Varatia benzii functie de f3.
In tabelul 2.1. sunt prezentate valorile benzii semnalului MF, functie de frecventa

semnalului modulator ®,, sau a deviatiei de frecventd AQ, pentru diverse valori ale

indicelui de modulatie in frecventa 3.

Observatie:
» Pentru valori mari ale indicelui de modulatie in frecventd 4 <3 <15, banda de

frecventd este situata in intervalul: By €(3.5AQ,2.5AQ).
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Tab.2.1 Banda de frecventd a semnalului MF, calculatd pentru diverse valori ale lui (3

Indice de modulatie [ 0s 1 2 ! 4 5
N 2 3 4 6 7 2
By = 2N, da, | 6w, | 8w, | 12@, | 4w, | 16,
ZN
By = ?rm BAQ | GAR | 4AL | 4ACD | 35AR | 324Q
Indice de modulatie [ 6 7 8 9 10 15
N o 11 12 13 14 19
Bor = 2Meay 18, | 22w, | 24w, | 20, 28 oy 3B,
ZN
Boyr = ?ﬁﬂ SAL | 31A0 | AL | 29A0 [ 22A0 | 25A0

. . . . 0)
b) Variatia benzii functie de frecventa semnalului modulator f, =—2

2n
- . L 9 AQ U
In ipoteza In care deviatia de frecventa Afzz— este constantd, indicele de
T
modulatie 3, variaza datoritd modificarii frecventei semnalului modulator, conform (2.59)
AQ
="
®o

In tabelul 2.2. sunt prezentate valorile benzii semnalului MF, precum si variatia
indicelui de modulatie in frecventd [ pentru diverse valori ale frecventei semnalului

AQ

modulator ®,, pentru cazul particular in care Af =2— =100kHz.
T
o . - . . . AQ
Tab.2.2 Banda de frecventa a semnalului MF, calculatd pentru diverse valori ale lui f, cu Af= 2— =ct.
B
. . _A0
Deviagtic In frecventd  Af = T ct. (k) | 100 Ian Ian Ian Ian Iaa
_ Wy
f, = E (kHz) 10 20 iz S0 100 200
Indice de modulatie P 10 5 3 2 1 0.5
B (kHI) 280 320 400 400 ao0 200

Observatie:

» Conform ultimei linii a tabelului 2.2 rezulta ca atunci cand semnalul modulator este
o oscilatie cu structurd spectrala larga, calculul benzii semnalului MF trebuie efectuat
luand in considerare frecventa cea mai mare a oscilatiei. In aceasta situatie (in care se
lucreaza cu Af =ct.) banda are largimea cea mai mare.

2) Indice de modulatie de valoare foarte mare § > 15

Transpunerea matematica a observatiei calitative facutd asupra influentei valorii
indicele de modulatie in frecventd 3, cum ca, “pe masura ce indicele de modulatie in

frecventa 3 creste, componentele laterale de ordin mai mare devin nesemnificative,

iar numairul acestora, N care trebuie luat in consideratie se determind din
considerentul ca ele sa contina 99% din puterea semnalului MF”, este urmatoarea:

N
Aﬁkgji(ﬁ) =0.99A

unde s-a considerat ca putere este debitatd pe un rezistor de valoare unitara, R =1Q.
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Prin urmare, N se poate determina din relatia:

N
> I (B)=0.99 (2.76)
k=—N
Solutia aproximativa a ecuatiei transcendente (2.76) este:
N=~B+1 (2.77)
ceea ce conduce conform (2.75) la urmétoarea valoare a benzii:
BMF(bandalarga) = 2N('OO :2(B + 1)(’00 (278)
Concluzie:

» Pentru f<<1, banda ingusta se obtine relatia (2.73)
BMF(bandaingusta) = BMA = 20‘)0
» Pentru $>>1, banda larga rezulta ca :
BMF(bandalarga) ~ ZB(DO ~2AQ= ZkaO (279)
Relatia (2.79) se putea obtine ficand o observatie asupra ultimei linii a tabelului
2.1, de unde rezulta ca pentru valori foarte mari ale indicelui de modulatie in frecventa,
By 2 2AQ.

Observatie:

» Banda necesara pentru transmiterea unui semnal MF de banda larga este
aproximativ egald cu de doud ori deviatia maxima de frecventd a purtatorului. Aceasta
inseamna ca pentru valori ale lui  suficienti de mari, banda efectiva a semnalului MF nu

depinde de frecventa mesajului (a semnalului modulator).
2.2.6. Analiza spectrala a semnalelor modulate in faza (M.P. sau M.®)

A modula in faza semnalul purtator x ,(t), inseamna a crea o dependenta liniard

intre faza, ®(t) a purtdtorului si semnalul modulator x(t), conform relatiei:

O(t) =Q,t+ D, +kx,(t) (2.80)
Expresia cea mai generald a unui semnal modulat in faza este urmatoarea:
Xy (D=4, cosD(t)= A cos|Q t+ D, +kx,(t)] (2.81)

In cazul in care semnalul modulator X, (t) este nul pentru valori negative ale
timpului, iar constanta @ este consideratd nuld, expresia generald a unui semnal MP
devine:

Xy (D=A, cos|Q,t + kx, (1)) (2.82)

In continuare se prezintd expresia semnalului MP in cazul in care semnalul
modulator este sinusoidal (analiza spectrald a semnalului modulat in frecventa este dificila
in cazul in care semnalul modulator este oarecare).

Semnalul modulator este de forma (2.5), x,(t)=a,cos(®,t+¢,) iar semnalul
purtator sinusoidal are expresia (2.2), x,(t)=A, cos(Q,t+ D).

In acest caz expresia semnalului modulat in faza devine:

Xy () =A, cos|Q,t + ka, cos(ot)] (2.83)
Se noteaza
o =ka, (2.84)

marime ce poartd numele de deviatie de faza a semnalului MP.
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Prin analogie cu modulatia in frecventd, o se mai numeste si indice de modulatie
in faza.
In timp ce in cazul MF, B este conform (2.59) o deviatie de frecventa relativi, in
MP, o este deviatia de faza nedepinzand de frecventa mesajului (a semnalului modulator).
Conform (2.84) expresia analitica a semnalului MP, devine:

Xpmo (D=4, cos(th +(xcoso)0t) (2.85)
Relatia (2.85) se poate scrie si astfel:
Xpo (D=A, [cos(th)cos( oL Ccos myt)— sin(th)sin( o sin OJOt)J (2.86)

Aplicand expresiei (2.86) dezvoltariile in serie Fourier (2.61), expresia unui semnal MP
devine:
Xma (D=A,J) (a)cos(th)+
o 2.87
+APZ[Jn(oc)cos(Qp +ncoo)t+(— )" Jn(oc)cos(Qp —ncoo)t] (2:87)
n=1

Toate consideratiile privind spectrul de amplitudini §i banda de frecvente efectiva a
semnalelor modulate in frecventa (MF) raman valabile si in cazul semnalelor modulate in
faza (MP). Relatia aproximativd pentru determinarea largimii benzii de frecventd este
echivalenta cu (2.78)

Byo =2(a+1)w, (2.88)
Pentru valorile indicelui de modulatie in faza o se poate purta urmatoarea discutie:

1) MP de bandi ingusta o <1

BMCD(bandaingusta) = 2’('00 (289)
Se remarca in acest caz ca spectrul semnalului MP de banda ingustd cu modulator
sinusoidal este similar cu cel al semnalului MA.

2) MP de banda larga o > 1
BMP(bandalarga) ~ 2’OL(DO (290)

In acest caz apare o diferenti esentiald fati de semnalele modulate in fazi.
Deoarece valorea indicelui de modulatie in fazd o nu mai este o deviatie relativa de
frecventd, banda efectiva a semnalelor MP depind de frecventa semnalului modulator.

Cu cat spectrul de amplitudini al semnalului modulator este mai bogat, cu atat
creste si banda de frecvente ocupatd de semnalul MP.

2.2.7. Comparatii intre modulatia in frecventa si modulatia in faza

A. Analizand expresiile analitice ale benzilor de frecventa pentru cele doua tipuri
de modulatie, (2.79), respectiv (2.90) se poate pune in evidenta diferenta majora intre
ele, astfel:

> In cazul modulatiei in frecvents, cum By ) ® 2Pw, #2A0=2ka,, se

observa ca banda necesard pentru transmiterea semnalului este aproximativ constantd,
nedepinzand de frecventa semnalului modulator;
> In cazul modulatiei in faza, cum Byp(

bandalarga

bandalarga) ~ 2000 ~ 20ka , se observa ca

banda necesard pentru transmiterea semnalului este direct proportionald cu frecventa
semnalului modulator;
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Pentru a ilustra independenta benzii efective a semnalului MF functie de frecventa
mesajului, precum si dependenta benzii efective a semnalului MP fatd de aceeasi marime
se considera urmatorul exemplu:

Un semnal purtator X ,(t)=cos(Q,t) este modulat in frecventd, respectiv faza, cu

un mesaj de tipul X,(t)=cos(w,t). Sa se calculeze banda de frecvente ale semnalului

astfel modulat pentru patru valori ale frecventei semnalului  modulator:
f, =0.5kHz;1kHz;2kHz;4kHz.

Pentru cazul in care se realizeaza modulatie in frecventd, deviatia in frecventd,
pentru toate cele patru cazuri, este constantd, Af =4kHz.

Pentru cazul in care se realizeaza modulatie in fazd, deviatia de faza, pentru toate
cele patru cazuri, este constantd, o. =1.

Rezolvare:
1) Modulatia in frecventa.

Modulatia 1n frecventa conduce la un semnal de tipul celui dat prin relatia (2.63) si
avand un spectru de amplitudini ca cel reprezentat in figura 2.29.

Pentru a determina largimea de bandd se utilizeaza expresia (2.78) B, =2No,,
unde N este numarul de armonici ce contin “cea mai mare parte din informatia
semnalului”.

Pentru calculul numéarului N de armonici, in cadrul acestei aplicatii, se propun doua
metode (criterii):

Criteriul de putere - C,,.

N
Rezolvarea ecuatiei transcendente (2.76) Y. J % (B)=0.99 de unde rezulta ci banda
k=—N
efectiva va contine 99% din puterea semnalului MF.
Criteriul de amplitudine — C,.
Banda contine acele componente ce au amplitudinile mai mari de 10% din
componenta de amplitudine cea mai mare.

a) f,=05kHz=p=38
Valorile functiilor J, (3)=1J, (8) sunt urmitoarele:
Jo(8)=0.172; J,(8)=0.235; J,(8)=0.113; J,(8)=0.291;
7,(8)=0.105; 1(8)=0.186; J,(8)=0.338; I,(8)=0.321;
J1o(8)=0.223; J,(8)=0.126; J,,(8)=0.061; J,,(8)=0.026.

e C(riteriul de putere (Cp)

In urma calculelor rezulta ca:
(2.78)

8 9 (2.76)
kgstK(zz): 0.959; k;ngK(8)= 0991 = N=8 = (BMF|f0=O.5kHz)

e C(Criteriul de amplitudine (Ca)
J,(8),,, =0.338

si cum

J,,(8)=0.026<10%7, (8)

=8kHz
Cp

(2.78)

=N=10 = (BMF|fO:0.5kHZ)‘Ca =10kHz

b) f, =lkHz=p=4
Valorile functiilor J, (3)=J, (4) sunt urmitoarele:
J0(4)=0.397; 1,(4)=0.066; J,(4)=0.364; J,(4)=0.431;
J,(4)=0.281; J4(8)=0.132; J,(4)=0.049; J.(4)=0.015.
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@ Ciriteriul de putere (Cp)
In urma calculelor rezulta ca:

2 5 (2.76) (2.78)
S(4)=096; 3I3(8)=0995 = N=4 = Byl . )‘ _SkHy
k=—4 k=5 o=tktz /|
e Criteriul de amplitudine (Ca)
I (4),,, =0431

si cum
J,(4)=0.015<10%17, (4)
¢) f,=2kHz=B=2

Valorile functiilor J, (3)=J, (2) sunt urmatoarele:

Jo(2)=0.224; J,(2)=0.577; J,(2)=0.353; J,(2)=0.129; J,(2)=0.034.
e Criteriul de putere (Cp)
In urma calculelor rezulta ca:

2 3 (2.76) (2.78)
Y Ic(2)=0964; 3 I1(3)=0998 = N=2 = (BMF|f0_2kH )‘ =8kHz
k=-2 k=-3 o ep

e C(riteriul de amplitudine (Ca)
J,(2),. =0.577

si cum

(2.78)

max =>N=6 = (BMF|f0:1kHZ )‘Ca =12kHz

(2.78)
J,(2)=0.034<10%J, (2),,, =>N=3 = (BMF fozzkm)

d) f, =4kHz=B =1
Valorile functiilor J, (3)=J, (1) sunt urmatoarele:
Jo(1)=0.765; J,(1)=0.44; J,(1)=0.115; J5(1)=0.02.

@ Criteriul de putere (Cp)
In urma calculelor rezulta ca:

Lo 2, (2.76) 2.78)
lZ_;IJK(2)=0.973; k;211((3):0.999 = N=1 = (BMF f0=4kHZ)

e C(riteriul de amplitudine (Ca)
J (1), =0.765

si cum

=12kHz
Ca

=8kHz

Cp

(2.78)
15(1)=0.02<10%1, 1),y =N=2 = (BMF|f0:4kHZ)

=16kHz
Ca

In figura 2.30 este reprezentati banda efectiva a semnalului MF, calculata dupi cele
doua criterii (putere, respectiv amplitudine).
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0.224
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H T
Fi-6  Fpd F,-2 F, F 42 Fgtd  Fyis -
i L‘ Ew =2 1Hz (criteriul de putere) ! i
i Byr =12 EHz (criteriul de amplitudine) ' |
rat -
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L 4y A =4kHz
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0.115 0115
4 THiHz]
F,-4 F, 3 Fpt

By =& KHz (oriteril de putere)

FP' E
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Fig. 2.30 Banda efectiva a semnalului MF calculata pentru aceeasi deviatie de frecventa, Af =4kHz si patru

valori ale frecventei modulatorului fj =0.5kHz;1kHz;2kHz;4kHz . Calculele au fost efectuate conform
criteriului de putere, respectiv amplitudine.
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2) Modulatia in faza

Modulatia in fazd conduce la un semnal de tipul celui dat prin relatia (2.63) si
avand un spectru de amplitudini ca cel reprezentat in figura 2.29.

Pentru a determina largimea de banda se utilizeazad aceleasi doud criterii ca si in
cazul studiului modulatiei in frecventd. Datoritd faptului ca valoarea deviatiei de faza,
pentru toate cele patru frecvente ale semnalului modulator, este constantd, o =1, valorile
functiilor J, (o) =J, (1) sunt si ele identice pentru cele patru cazuri:

J,(1)=0.765; 1,(1)=0.44; J,(1)=0.115; J,(1)=0.02.

Conform criteriului de amplitudine:

J (1), =0.765

si cum

J1,(1)=0.02<10%J, (1),,,, =N=2.

Conform criteriului de putere:
1 2 (2.76)
> I5(2)=0973; > Jx(3)=0999 = N=1
k=—1 k=-2
Pentru a determina largimea de banda se utilizeaza (2.78) By, = 2N,
a) f,=0.5kHz

=1kHz
Cp

e Criteriul de putere (Cp) (BMcD|fO:o,5kHz)

e Criteriul de amplitudine (Ca) (BM¢| 0.5k ) =2kHz
o e
b) f, =1kHz
e Criteriul de putere (Cp) (BM(D| P )‘ =2kHz
~1kHz |
e C(riteriul de amplitudine (Ca) (BM®| fy=IKH ) =4kHz
=IKHZ 7 ca
c) f,=2kHz
e Criteriul de putere (Cp) (BMCD| fym2kH ) =4kHz
~2kHz |
e C(Criteriul de amplitudine (Ca) (BM®| o= 2k ) =8kHz
N dre
d) f, =4kHz
e C(riteriul de putere (Cp) (BMCD| fy=dkH ) =8kHz
—akHiz |

e Criteriul de amplitudine (Ca) (BM(D| - )‘ =16kHz
- Z/1ca

In figura 2.31 este reprezentati banda efectiva a semnalului MP, calculati dupi cele
doua criterii (putere, respectiv amplitudine).
Acest exemplu confirma urmatoarele:
> In cazul calculului benzii efective utilizand criteriul de putere.
e Banda de frecventa a semnalului MF nu depinde de frecventa semnalului
modulator.
e Banda de frecventd a semnalului MP depinde direct proportional de frecventa
semnalului modulator.
Determinarea numarului N de armonici ce sunt cuprinse in banda este dificil (pentru
aceasta se utilizeazd softuri matematice). Din acest motiv este recomandat sa se utilizeze
pentru calculul benzii expresiile By =2(B+1)m,, Bye =2(ct+1)o, .
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> In cazul calculului benzii efective utilizand criteriul de amplitudine.
In cazul acelor aplicatii in care este utilizat acest criteriu, se impune calculul valorilor
functiilor J k(B) (fie se utilizeaza softuri matematice, fie se apeleazd la valorile tabelate)
pentru a determina numarul de armonici ce se situeaza in banda. In acest caz pentru calcul

benzii se aplica direct expresia Byp gy =2N .

17 .
N -
k| a o=1
pvat] Pt f, =0.5kHz
0115 0.115
T T
: : flkHz]
Fp- 11 Fpy 1Fp+1 .
integpe' By 3 = 1HHz (oriteriul de puters)
;-d—lﬂl Bypg =2EHz (eriteriul de amplituding)
| 0783
|| b) =1
0.441 0.441 f, =1kHz
0115 01135
- -
: : flkHz]
Fp2z Fp1 Fp Fprl Fynd "
1 |

Eprg =2HHz (eriteriul de putere)

i — |
[ 1
- I > EBpae = 4kHz eriteriul de amplitudin)
b 0.765
|.|.‘|:‘Lk| C) =1
0.441 0.441 f, = 2kHz
0115 0115
T T
: : fkHz=]
Fp-4 Fp-2 Fp Fp+2 Fp+d -
E Eppa =4kHz (eriteriul de puters) !
|
| Byg =8Hz (criteriul de amplituding |
" o 0765
’ 0.441 b o=l
0.441 .
f, =4kHz
0.115 0115
- -
: : fiHz]

T
! E L =3¥Hz (criteriul de putere) -._:
Bpa =16 KHz (eriteriul de amplitudine) '

Fp-¢8 F, 4 F Fp+4 Fp+8

Fig. 2.31 Banda efectiva a semnalului MP calculata pentru aceeasi deviatie de faza (indice de modulatie in
fazd) recventd, o =1 si patru valori ale frecventei modulatorului f, =0.5kHz;1kHz;2kHz;4kHz .

Calculele au fost efectuate conform criteriului de putere, respectiv amplitudine.
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B. Independenta de frecventa modulatorului a benzii semnalului MF precum si
faptul ca banda semnalului MP este direct proportionala cu frecventa modulatorului
are o implicatie asupra canalului pe care se transmit semnalele.

Considerand un mesaj (semnal modulator) avand spectrul localizat in intervalul
[,,, 0y ] » apare urmatoarea diferenta:

» Lasemnalul MF benzile de frecventa obtinute in urma modularii sunt aceleasi atat
pentru componenta de frecventd inferioard o, , cat si pentru componenta de frecventd
superioard ;.

» Lasemnalul MP, componenta de frecventa superioara va necesita pentru transmisie
o banda mai mare decit cea necesard pentru componenta de frecventa inferioara.

Deoarece latimea de banda a canalului de transmisie trebuie sa fie egala cu banda
ocupatd in urma modularii mesajului, rezulta ca banda canalului nu va fi utilizata eficient
de catre componentele semnalului modulator de frecvente joase in cazul MP.

In figura 2.32 este prezentat modul de utilizare a canalului de transmisie in cazul
celor doua tipuri de modulatie.

Banda canalului de transmisiune

-l -
Banda efectivd a semnalulu
> meodulat In frecventd
. 7/
Q

EIMF 2By +eogy = 2By + ooy,

Banda efectivd a semnalulu
modulat in fazi
7N\ @

H"j " B —E(Uﬁlj rb—j
\ B MP(M) = E[DL+ lij J.'H o

Zone ale canalului de transmisiune
utilizate ineficient

Fig. 2.32 Exemplificarea grafica a utilizarii ineficiente a canalului de transmisie pentru cazul in care semnalul
este modulat in faza.

Reprezentarile grafice ale benzilor de frecventd din figura 2.32 suportd urmadtorele
observatii:

» Pentru a se putea vizualiza mai usor benzile corespunzatoare celor doua frecvente
limitd o, si o, , amplitudinile spectrului corespunzitor frecventei inferioare s-au
considerat mai mici decat amplitudinile spectrului corespunzitor frecventei superioare.
Aceasta reprezentare nu este obligatoriu a fi adevarata.

> In cazul modulatiei in frecventa s-a considerat ca deviatia in frecventa este
constantad. Conform (2.59) rezultd ca valorii frecventei superioard m,, ii va corespunde o

valoare minima a indicelui de modulatie in frecventd 3, siinvers.
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C. Scriind pentru comparatie relatiile pentru frecventa si faza instantanee se

obtine:
MF: Q;(t)=Q, +kx, (1); (1) =Q,t+k|[ x,(t)dt
t
%o (1) (2.91)
dt ’

Se pot face urmatoarele observatii:

» Modulatia in frecventa este o modulatie de faza la care faza nu variaza direct
proportional cu semnalul modulator ci cu integrala semnalului modulator.

» Modulatia in faza este o0 modulatie de frecventa la care frecventa instantanee
variaza liniar cu derivata semnalul modulator si nu cu semnalul modulator.

Aceste doud observatii au valoare practicd, deoarece aratd modul in care se poate
transforma un modulator MF intr-unul MP si invers, prin utilizarea unui circuit de derivare,
respectiv de integrare. intr-adevar daca se integreaza initial semnalul modulator si apoi se
moduleazd purtitorul rezultd semnalul modulat in frecventd. Similar, diferentiind
modulatorul si apoi utilizandu-1 la modulatia in frecventa a purtatorului se obtine semnalul
modulat in faza.

MP: Q;(t)=Q, +k (1) =Q, t+kx (1)

2.2.8. Comparatii intre MA, MF si MP (M ®)

In tabelul 2.3 se prezinti sintetic o comparatie care identifici asemainarile si
deosebirile intre aceste trei tipuri de modulatie si domeniile de utilizare.

Diferentele dintre cele trei tipuri de modulatie din punct de vedere al canalului de
transmisiune ce suportd semnalul, pot fi puse In evidentd prin intermediul teoremei
Hartley-Shannon. Aceasta teorema este exprimata prin relatia:

C= Blogz(l + 5] [bit /5] (2.92)
PZ
unde:
C - capacitatea unui canal de transmisiune §i reprezintd cantitatea maxima de
informatie ce se poate transmite pe un canal in unitatea de timp;
B — latimea de banda a canalului;

P, . . C . :

— - raportul dintre puterea medie a semnalului util §i puterea medie a zgomotului

z
(perturbatiilor).

Din analiza relatiei (2.92) se observa cd se poate obtine aceeasi cantitate de
informatie fie cu o banda ingusta si un raport de puteri P, /P, mare, fie invers (banda lata
s1un raport de puteri P, /P, mic).

» Semnalele modulate in frecventa sau faza au o banda efectiva mai mare decat in
cazul semnalelor modulate in amplitudine.

» Semnalele modulate in frecventa sau faza au o mai buna protectie impotriva contra
perturbatiilor (raportul P,/P, este mai mare) decat in cazul semnalelor modulate in

amplitudine. Aceastd observatie poate fi explicata fizic astfel: zgomotul are variatii in
amplitudine, nu si In frecventd; in aceste conditii rezultd ca sistemele care detecteaza
numai variatiile in frecventd, nu si in amplitudine, sunt mai bine protejate impotriva
zgomotului.

Aceste doud observatii coroborate cu (2.92) duc la concluzia cd mirimea C
(capacitatea unui canal de transmisiune) are valoare mai mare in cazul in care semnalele
sunt modulate 1n frecventa sau faza.
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Dezavantajul acestor tipuri de modulatie (MF si MP) in comparatie cu MA poate
apdrea in momentul in care largimea canalului de comunicatie este mai mica decéat banda
efectiva a semnalelor astfel modulate.

Relatia Hartley-Shannon aratd cd emitdtoarele MF, MP pot fi de putere mult mai
mica decét cele MA, cantitatea maxima de informatie ce se poate transmite pe un canal in
unitatea de timp nescazand, deoarece creste latimea de banda a semnalului astfel modulat.

Tab.2.3 Comparatie intre metodele de modulatie cu purtator sinusoidal

Tipul de
modulatie

Ma

MF

MP( M)

Ezxpresia analiticd
a gemnalulud

|_Ap +ka, cos( &yt)|cos( £t

Arcnsiﬂpt+ﬁsﬁ1wﬂt)

A CDS(QPt"' Occcusw,]t:l

informmatia cu privire la

informatia cu privive la

informatia cu privire la

masurd g1 control

Localizatea semnalyl modulator este semnabil modulator este | semnahul modulator este
informatied i datd de amplitudinea datd de trecerile prin zero | datd de trecerile prin zeto
semalul modulat semnalului modulat in ale zemnialului modulat ale semtialului modulat
atnp litudite in frecventd i fazd
Dewfa[_ta lde ha=a, i i
atnp litudine
Deviatia de i AG = ka, AQ = ka e,
frecventd
ka Af
Deeviatia de fazd - Ab=L=-""7 Adr=ka,
oy
; ka AL
Indiu:ed.e Pl g= 2 o= Ad
modulatie Ay iy
Zin,  Bmic e, Comie
Batida efectivi ey ZHey, = IHw, =
25, 3 mare 2o, Cimare
Frotectiala slahi bund la B mare bund la o mare
zgomote
S - maxitmd la frecventa
Diigtribatia puterii centrald 0, in toatd banda MF i1 toatd batnda MP
e o P mae in| ® 4 O mate I
. o tadiocomunicatii gl
radiocomuricatii; . L
A .| radiolocatie;
.cularmcm-cu10¢mic?n
Utilizd sisteme de multiplexare in ;i ;
impottante frecvenfﬁ transrmm@ de dale 5 transmisiuni de date i
! telegrafice, telegrafice:
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2.3. Esantionarea semnalelor
2.3.1. Teorema esantionarii

Dupa cum s-a precizat in paragraful 1.1, un semnal este complet determinat fie prin
reprezentarea sa in domeniul timp (formd de unda), fie prin reprezentare in frecventa
(spectru).

Pe baza acestui concept se realizeaza transmiterea simultand a mai multor semnale
pe acelasi canal de telecomunicatii.

Un numar de N semnale pot fi transmise simultan pe acelasi canal de comunicatie
daca pot fi separate fie in domeniul frecventd, fie in domeniul timp. Conform acestor
precizari, semnalele ocupa fie benzi diferite de frecventd, fie intervale diferite de timp.

Transmiterea simultand a mai multor semnale pe un acelasi canal fizic, prin
separarea lor in domeniul frecventd se numeste multiplexare in frecventa iar transmiterea
simultand a mai multor semnale prin separarea lor in domeniul timp se numeste
multiplexare In timp.

In cadrul cursului de fatd s-a aritat ci un semnal finit in timp este infinit in
frecventa si invers (spectrul unui semnal periodic, ce este teoretic de durata infinita, are un
spectru finit, iar spectrul unui impuls, semnal cu duratd finita, are un spectru teoretic
infinit).

In consecint:

» la multiplexarea in frecventd, semnalele ce se transmit simultan, au spectre de
frecvente diferite si finite, dar durata lor fiind infinitd, apar interferente intre ele in
domeniul timp.

» la multiplexarea in timp, se transmit impulsuri la momente diferite, dar avind
spectre teoretic infinite, apar interferente intre ele in domeniul frecventa.

Separarea semnalelor la receptie se face pe baza identitatii pastrate Tn domeniul
frecventd, respectiv in domeniul timp.

Multiplexarea 1n frecventd se poate realiza pe baza modulatiei semnalelor, tehnica
ce permite prin translatarea spectrelor separarea lor in domeniul frecventa.

Multiplexarea in timp se bazeazd pe esantionarea semnalelor si transmiterea
acestora la momente diferite de timp, astfel incit esantioancle semnalelor si nu se
suprapuna.

Esantionarea este o metodd de reprezentare a semnalelor analogice printr-o
succesiune de valori (esantioane), considerate la momente discrete de timp.

Pentru a ilustra esantionarea se utilizeaza reprezentarile grafice din figura 2.33.

a) by £ \

X=-T - INEONN, WLOR N 2
T \/ OkT 2TT ”I‘\LJ"
|
|
|

1_

|

Fig. 2.33 Tlustrarea esantionarii
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Semnalul analogic x(t) - figura 2.33 a) se aplicd unui comutator k; - figura
2.33b).
Comuatatorul se deschide la fiecare moment t=nT,n e N, revenind in pozitia
“deschis” dupa un interval de timp infinit de mic.
La iesirea din comutator se obtine semnalul esantionat x(t) = {x(nT)}, reprezentat
in figura 2.33c¢). Valorile {x(nT)} reprezintd esantioanele semnalului x(t).
Observatie
» Durata in care comutatorul k este inchis este de durata finita At foarte mica.
Idealizarea comportarii comutatorului (At — 0) implica idealizarea semnalului esantionat
(durata esantioanelor tinde spre zero). Aceasta idealizare permite elaborarea unor modele
de studiu simple si generale, care pot fi adaptate ulterior la realitatea fizicd. Esantionarea
prezentatd in figura 2.33 este periodica, deoarece comutatorul k. este actionat periodic
Se definesc:
» Perioada de esantionare - T;
» Pulsatia de esantionare - Q = 2_75

Semnalul esantionat este un semnal discret in timp. Acest semnal poate fi
reprezentat prin doud variante:
> ca o functie de variabila nT, x,(t)= f{x(nT)};
» ca o functie de variabila numerica (daca se raporteaza variabila t la perioada T)
x(n)=fix(n);
Semnalul (functia) esantionat se poate reprezenta matematic cu ajutorul functiei
delta periodic 5 (t).
Functia delta periodic este o succesiune de impulsuri unitate (impulsuri Dirac) fiind
prezentata grafic in figura 2.34

5.(t)= 3 8(t—nT) (2.93)

n=-o

$3r(t)

1]

2T -T 0 T ZT

Fig. 2.34 Functia delta periodic

In concluzie un semnal esantionat are urmatoarea expresie matematica:

0

X (t) = x(t)5; (t) = D x(nT)8(t —nT) (2.94)

n=-ow

Modalitatea de transmitere a esantioanelor unor semnale la momente diferite de

timp, astfel incat acestea sd nu se suprapund (principiului multiplexarii in timp) este
ilustrata in figura 2.35.

Identitatea fiecarui semnal este datd de duratele t; fatd de anumite momente de

referintd marcate in figura 2.35 prin impulsuri de sincronizare. La receptie, esantioanele
diferitelor semnale se separa prin detectie sincrona.
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Fig. 2.35 Tlustrarea principiului multiplexarii in timp

Din cele prezentate in figura 2.35, rezultd ca multiplexarea in timp este realizabila
in principiu. Demonstratia faptului ca multiplexarea in timp se poate realiza practic, consta
in a arata ca semnalul ce se esantioneaza poate fi reconstituit numai din cunoasterea acestor
esantioane.

in concluzie trebuie ariitat ci semnalul este unic determinat de esantioanele
sale.

Teorema esantionirii: Orice semnal x(t), ce are o banda de frecventa limitat

(banda nu este infinitd), este complet definit (univoc determinat) prin esantioanele
sale {x(nT)}, daci perioada de esantionare, T, indeplineste conditia:

1
T<— (2.95)
2fy

unde f), este frecventa maxima a spectrului semnalului.
Observatie:

» Teorema esantionarii poartd numele de teorema lui Shannon;

» Conditia (2.95) de determinare univoca a unui semnal prin esantioanele sale se
numeste conditia lui Nyquist.

Demonstrarea teoremei lui Shannon se bazeazd pe posibilitatea de a reconstitui
spectrul X(o) al semnalului neesantionat x(t), din spectrul X (o) al semnalului
esantionat X (t).

Demonstratie
Primul pas al demonstartiei este de a calcula transformata Fourier a semnalului

esantionat.
Conform (2.94)

Xe (t) = X(t)ST (t)
si In consecinta

Fix, (6 = Fix(t)+ (D)}

Din teorema integralei de convolutie in frecventa se obtine ca:

F (X, (0)® X, ()} = 2mx, ()%, (1) = FF X, (0) @ X, (0)}f= Fnx, (1), (1)
si In consecinta

Fix, (0% ()}=5-[X, ()@ X, (0] (2.96)
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Aplicand (2.96) la (2.94) rezulta ca

Fix.(1)}=X.(0)

Analiza si prelucrarea semnalelor

PO} oF(E: (0)]-5

ZX®FE ()] @29
Pentru a calcula transformata Fourier a functiei delta periodic se va scrie aceasta
functie sub forma unei serii Fourier ( S.F.E.)
Conform (1.42)

8r(t)= ZAnceant :

n=-—o0o

Calculul coeficientilor se face aplicand (1.46)

1 —jne
A, =T£6T(t)e Ineot 4t —

—ro 4

1 —jno
? 8 (t)e 1" dt =

—o 4

. (1.85)
% §(t)e I"otdt = 1

N\H

Rezulta ca:

N\H

() zeJth

1’1——00

Flos(0)-rlt Serm

n=-—oo

(2.98)
sideci

S FEe|

1’1_—00
O metoda de a calcula transformata Fourier a impulsului ¢/™ este de a utiliza
rezultatele  obtinute

a calculul transformatelor
sinusoidal/cosinusoidal

Fourier pentru impulsurile
(
F{e et } = F{cosnQt+ jsinnQt} = F{cosnQt}+ jF{sin nQt}
(1.114);(1.117)
[18(w — nQ) + 18(w + nQ)]+ j[j8(w + nQ) - jnd(w — nQ)]
In final se obtine c:
Flei" | = 218(0 - n2) (2.99)
si in consecinta
F{5,(t)} = % iS(co -nQ)=0 iéi((o —nQ) (2.100)
Aplicand (2.100) la (2.97) se obtine ca
xe(w)zzL X(©)®Q 3 80-n0)| =2 3 [X(0)® 50— n)]
n n=-o0 Th=—o
de unde rezulta ca:
1 0
X (0)= T 2 [X(w-nQ)]

(2.101)
Relatia (2.101) pune in evidentd un lucru deosebit de important: spectrul X ( ) al

: o
semnalului esantionat x_(t), este o repetare periodica a spectrul X( ) al semnalului
x(t) la multiplii frecventei de esantionare Q
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O ilustrare grafica a teoremei de esantionare este prezentata in figura 2.36.
In urma analizei acesteor reprezntari grafice se pot face urmatoarele observatii:

» Forma de unda a semnalului x(t) este prezentata in figura 2.36 a).

» Spectrul X(co) al semnalului x(t)este reprezentat in figura 2.36 b). Se observa ca
spectrul acestui semnal este limitat de o valoare maxima a frecventei notata fy, (o, );

» Forma de unda a functiei delta periodic 81 (t) este prezentatd in figura 2.36 c). Pe
grafic este pusa in evidenta perioada de esantionare T;

» Spectrul F{EST (t)} al functiei delta periodic & (t) este prezentatd in figura 2.36 d).
Se observa ca acest spectru este o suma de componente cu amplitudinea egala cu frecventa
de esantionare (). Aceste componente sunt plasate la frecvente egale cu multiplii
frecventei de esantionare;

» Forma de unda a semnalului esantionat x(t) este prezentatd in figura 2.36 e).
Spectrul X (co) al semnalului esantionat, obtinut conform (2.101), este prezentat in
urmatoarele trei grafice. Aceste trei reprezentari ale spectrului semnalului esantionat sunt
realizate pentru valori diferite ale frecventei maxime f), (coM) ale semnalului x(t). In
toate aceste trei cazuri se considera frecventa de esantioanare € ca fiind constanta.

> In figura 2.36 f) este reprezentat spectrul X_ () al semnalului esantionat in cazul
in care este respectatd conditia lui Nyquist;

> In figura 2.36 g) este reprezentat spectrul X, (co) al semnalului esantionat in cazul

. o . . 1
in care conditia lui Nyquist este la limita T = T;
M
> In figura 2.36 h) este reprezentat spectrul X, ((o) al semnalului esantionat 1n cazul
in care nu este respectati conditia lui Nyquist. In acest caz spectrul X((o) nu se poate
reconstitui din spectrul Xe((n) al semnalului esantionat, deoarece functiile translatate se

suprapun rezultand o functie deformatd in raport cu X(co).
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Fig. 2.36 Esantionarea ideala a unui semnal cu banda limitata,
a) forma de unda a semnalului x(t) ; b) spectrul limitat X((D) al semnalului x(t); ¢) forma de unda a functiei

delta periodic 87 (t); d) spectrul F{ST (t)} al functiei delta periodic d1(t); €) forma de unda a semnalului
esantionat X, (t); f) spectrul X e(‘D) al semnalului esantionat in cazul in care se respectd conditia lui Nyquist;
g) spectrul X e(m) al semnalului esantionat in cazul in care conditia lui Nyquist este la limita; h) spectrul

Xe (m) al semnalului esantionat in cazul in care nu se respecta conditia lui Nyquist;
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2.3.2. Reconstituirea semnalului x(t) din esantioanele sale

Reconstituirea semnalului x(t) se realizeaza prin filtrarea semnalului esantionat.
Pentru aceastd operatie se foloseste un FTJ, ce are frecventa de tdiere egald cu frecventa
maxima fy (o, ) a semnalului x(t);

Caracteristica de frecventd, ce se mai numeste in literatura si functie de filtrare,
notatd H(w), a unui FTJ ideal are urmitoarea expresie matematica:

T= 1 == |(o| < Wy
H(o)= 2fy oy (2.102)

0 o] > oy
Transformata Fourier inversa a functiei de filtrare, valoare ce va fi folositd in
demonstratiile urmatoare, are expresia:

F_l {H((D)} _ h(t) — L OJ?H( .(,O)ejmtd(l) _ L mfdejmtdm _ ;(ejmt 10)]\/[ (1.5)1)
N Con o ! 20 o B 2jomt —op
joMt _ a=jomt (1.101) 9 ;i
_¢ M . e JOM . 2Jsm.(0)Mt) _ sinc(coMt)
2jot 2jot

Deci
h(t)= F'{H(w)} = sin c(oyt) (2.103)
Reprezentarile grafice ale functiei de filtrare H((o) si a transformatei sale Fourier
inverse sunt prezentate in figura 2.37.

I L
He) ne)
1
T=_"_
iy
e AN i N t
— Wy Wy O/ T [0 TN 2T
Fig. 2.37 a) Functia de filtrare H((o) b) Transformata Fourier inversa h(t) =F! {H(co)} a functiei de
filtrare

Dacd din punct de vedere fizic reconstituirea semnalului x(t) se realizeaza prin
filtrarea semnalului esantionat, matematic, recuperarea functiei X(m) din X (o) este
posibila prin inmultirea functiei X, (o) cu H(w), adica:

X(0) = X, (@) H(w) (2.104)
Conform teoremei integralei de convolutie in timp (1.120), rezulta ca:

FX(O)) = F X 0@ F H(o)] = x()=x,()h()

Tinand cont de modalitate de scriere a unui semnal esantionat, (2.94) si inversand ordinea
integrare-insumare rezulta ca:

x(t)= ix(nT)S(t ~nT) ®h(t) (2.105)

n=-m
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Considerand expresia (2.103) a transformatei Fourier inversa a functiei de filtrare, rezulta
ca:
x(t)= Y x(nT)3(t —nT) ®sin c(wyt) (2.106)

iar din proprietatea (1.130), convolutia unei functii cu S(t), se obtine 1n final:

o0

x(t)= > x(nT)sin c[oy (t —nT)] (2.107)
Expresia (2. 1(;172)_26 poate scrie compact asfel:

x(t)= ix(nT)hn (t) (2.108)
unde s-a notatrzl?oO

h, (t)=sinc[wy, (t—nT)]= h(t —nT) (2.109)

Ilustrarea grafica a procesului de reconstituire a semnalului x(t) prin extrapolare in
timp este prezentatd in figura 2.38.

ixl[t:l
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s
I ‘\_ S 4 5,
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e T~ oL \::d__'q“'ff’f R Gl Ty ;\ﬁ"{___\:\;"-h -
", / \::,/ \:‘:?"& :\,,__F,Af \\_‘-\_d—,__a"
./ |0 T 2T~_ 7 3T 4T

Fig. 2.38 Reconstituirea semnalului x(t) prin extrapolare in timp din functii esantion

Concluzie:
» Relatia (2.107) exprima modul de reconstituire in domeniul timp a semnalului x(t)

din esantioanele sale. Pentru aceasta se procedeaza in modul urmator:

» Fiecare functie de tipul (2.109) h (t) =sin c[oaM (t— nT)], ce este centrata la nT, se
pondereazi cu valoarea functiei x(nT).

> Se realizeaza insumarea tuturor functiilor h, (t) astfel ponderate.

> Ponderea are efect doar asupra functiei h , (t)=sin c[o,, (t - nT)] centrate la
momentul nT, celelalte functii (ce se Insumeaza) trecand prin zero la momentul respectiv.
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2.4. Modulatie cu purtator in impulsuri

In sistemele clasice de transmisiuni se utilizeazi modulatia cu purtitor sinusoidal,
tratatd in capitolulul 2.2. Acest procedeu std la baza transmisiunilor cu multiplicare in
frecventd. In sistemele moderne se utilizeazi modulatia cu purtitor in impulsuri, care
permite diviziunea cailor in timp, multiplicarea in timp, ceea ce permite utilizarea intensiva
a circuitelor integrate.

Modulatia cu purtator in impulsuri utilizeaza ca semnal purtator o succesiune de
impulsuri periodice prezentate in figura 2.39.

P ) o n Tp -
Lt — .:
A
/ / t
|:| ] 1 ¥ |
by TP tig

Fig.2.39 Purtdtor in impulsuri

Parametrii semnalului purtator x (t) sunt urmatorii (vezi paragraful 1.2.1.)
» A, amplitudinea semnalului;
» T, perioada semnalului;
1 Q
unde F, = —=—";
p 2T
> t, pozitia impulsurilor pe axa timpului;
» 1, durata impulsului;

Prin modificarea unuia din acesti parametri proportional cu semnalul modulator x(t)

se obtin urmaétoarele tipuri de modulatie a impulsurilor:

» Modulatia impulsurilor in amplitudine (M.L.A.);

» Modulatia impulsurilor in frecventa (M.LF.);

» Modulatia impulsurilor in pozitie (M.1.P.);

» Modulatia impulsurilor in durata sau latime (M.1.D. sau M.L.L.);
Observatie:

» Modulatia impulsurilor in pozitie (M.L.P.) este de fapt o modulatie de faza M.L®.,
deoarece modificarea pozitiei t,, a impulsurilor pe axa timpului afecteaza faza initiala a

semnalului purtator.

» Modulatia impulsurilor in frecventa (M.LF.) afecteaza frecventa instantanee a
semnalului purtitor, ceea ce implici o modificare corespunzitoare a fazei instantanee. In
consecintd M.L.F. presupune implicit si o0 M.L.®.

» Din acest motiv se vor trata M.LF. si M.L®. ca o modulatie a impulsurilor in
pozitie M.L.P., specificand de fiecare data dacd modulatia pozitiei se face prin intermediul
fazei initiale sau a frecventei instantanee.

> In consecinti, tipurile de modulatie a impulsurilor studiate sunt: M.I.A., M.LP. si
M.LD.
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2.4.1. Modulatia impulsurilor in amplitudine M.LA.

Modulatia in amplitudine a unui purtdtor in impulsuri x,(t) cu un semnal

modulator sinusoidal x(t) este reprezentatd in figura 2.40.

%o(t)

f o

F 1

Epgrant)

Epranlt)

Fig.2.40 Modulatia impuslurilor in amplitudine
a) Semnalului modulator; b) Semnalului purtator; ¢) Semnalul modulat obtinut prin M. A. naturala;
d) Semnalul modulat obtinut prin M.I.A. uniforma.

Se observa cd MIA este de fapt o esantionare a semnalului modulator x,(t) cu
purtatorul in impulsuri x ,(t).

Din punct de vedere al modalitatii de realizare a esantionarii semnalului modulator
se deosebesc doua tipuri de MIA:

A. Modulatia naturald a impulsurilor in amplitudine

In acest caz modulatia se realizeazi efectuand produsul semnalelor Xo(t) si x, (1),

rezultand ca:
Xpian () =X (1) - x, (1) (2.110)
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Deosebirea de esantionarea semnalelor (paragraful 2.3.) cu functia delta periodic,

O (1) = ZS(t —nT) numitd §i esantionare instantanee sau ideald, constd in aceea ca la

MIAN purtatorul este format de o succesiune de impulsuri de amplitudine A, de durata
finitd 7, si de perioadd T, .

Forma de unda a semnalului MIAN este prezentata in figura 2.40.c).
Se observa ca amplitudinile impulsurilor rezultate in urma modulatiei naturale urmaresc

variatia instantanee a semnalului modulator x,(t).
Principiul generdrii unui semnal MIAN poate fi urmarit in figura 2.41.

Fig.2.41 Principiul generdrii semnalelor MIAN

Semnalul purtator se obtine aplicand functia delta periodic, &1 (t) unui circuit notat
h. Acest circuit raspunde la fiecare impuls &(t) aplicat la intrare printr-un impuls
dreptunghiular h, (t) de duraté 7, reprezentat in figura 2.42.a).

Raspunsul in frecventa al circuitului h; este prezentat in figura 2.42.b).
In acest caz, semnalul purtitor X, () se poate scrie:

(293) = (1.103) o
x,(t)=8; () ®h(t) = Y 8(t-nT)®h(t) = > h(t—nT)
expresie ce corespunde reprezentdrii grafice din figura 2.40.b).
bo e (w)
TP
1
a) b
t w
- - d 2T 2 d -
o a2 an i BN
TP TP TP TP

Fig.2.42 Raspunsul in timp a), respectiv frecventa b) a circuitului h¢ la aplicarea impulsului (t)
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Analiza spectrala a semnalului M.I.A.N.
Conform teoremei integralei de convolutie in frecventd, expresia X, \n(®) se

calculeaza astfel:

(1.126) |
Xyan (@) = F{XMIAN (t)} = F{Xo(t) X, (t)} = o [Xo(@)® Xp ((’3)] (2.111)
Se presupune ca spectrul semnalului modulator este limitat, adica:
XO(O)) =0 pt|co| > Oy
Aceastd conditie este indeplinitd printr-o filtrare trece-jos a semnalului modulator.
Pentru a calcula functia de densitate spectrala a semnalului purtator X, (03), initial trebuie

determinata expresia seriei Fourier exponentiale corespunzatoare semnalului.

inQp tfl’—]3
x,(t)=A, >y smc(ng;p]eJ ( 2] (2.112)

p n=-—oo

Transformata Fourier a semnalului purtitor devine:

0 —jn i Q .
e e

A

Conform (2.99)
F{ejnth }: 2n8(c0 -nQ, )

In concluzie:

2 © | _jna, > Q
X, (0)=A " > e " sinc(n ptpjé(m—nﬁp) (2.113)

['e] —in Ti Q
XMIAN((’))ZAp,:;_p > e e sinc(n 2pr J[Xo(co)®6(m—n£2p)]
p n=-o
sau
T, & —jngpl’ ) nQprp
XMIAN(w)zApT— doe 2 sinc — O(OJ—HQp) (2.114)
P n=-—o

Modulul densitatii spectrale de amplitudine 1n cazul semnalului MIAN devine:

|XMIAN((D)| =A, Z Smc(ant j)(o((o—nQp) (2.115)

p n=-—oo

Reprezentarile grafice ale spectrului XO((o) al semnalului modulator, precum si

modulul densitatii spectrale de amplitudine pentru semnalul MIAN sunt prezentate in
figura 2.43.
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Fig. 2.43 Reprezentdrile X (w) si ‘XMI AN (oa] in douad cazuri: a), b) conditia lui Nyquist este respectata

Q, = 6wy, ; a), b) conditia lui Nyquist este la limitd Q  =2w,
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Observatii:

> Relatia (2.116) arata ca |XMI AN (co) sau X,y an () este o repetare a spectrului
semnalului modulator, la nQ ), ca si in cazul esantionarii ideale (vezi figura 2.36).

» Deosebirea acestui timp de modulatie in impulsuri fatd de esantionarea ideala,
constd in faptul cd in cazul modulatiei spectrele astfel repetate nu mai au aceeasi
amplitudine. In cazul MIAN fiecare spectru este ponderat cu un alt coeficient,

nQ _t
sing| — 22 |.
2

R nQ 1
» Infasuratoarea spectrului semnalului MIAN este datd de sin c(%} .

» Pentru ca semnalul sa poata sa fie reconstituit la receptie este necesara indeplinirea
conditiei lui Nyquist € >2wm . In figura 2.43b) este reprezentat modulul densitatii

Q, o

spectrale de amplitudine a semnalului MIAN in cazul in care ®,; = 3 = . In figura
127,
2.43d) este reprezentat modulul densitatii spectrale de amplitudine a semnalului MIAN in
Q
cazul in care conditia lui Nyquist este la limitd ®,, = TP = 4i .
T
P

Teoretic, semnalul modulator poate fi reconstituit prin filtrare in doud moduri:
» filtrare trece-jos FTJ, prin selectarea benzii [0, (;)M] si blocarea celorlalte
componente;
» filtrare trece-banda FTB, prin selectarea benzii [nQp — Oy, 00, + Oy J si blocarea

celorlalte componente, urmata de o translatie a bentii in domeniul frecventelor joase (prin
demodulare);

B. Modulatia uniforma a impulsurilor in amplitudine

Dispozitivele cu care se realizeaza practic esantionarea sunt circuite logice la
iesirea carora, impulsurile nu urmaresc variatia instantanee a semnalului modulator x(t),
ci iau valoarea semnalului x,(t) in momentul sondarii t = kT, , pentru intreg intervalul de
timp t,,.

Forma de unda a semnalului MIAU este prezentata in figura 2.40.d).

Semnalul X .0 (t) se obtine prin prelucrdrile ilustrate de sistemul din figura 2.44.

Eparan ()
-

Fig.2.44 Principiul generdrii semnalelor MIAU

Semnalul modulator este esantionat avand expresia X, (t)=x(t)5;(t). Semnalul
modulat este obtinut cu ajutorul aceluiasi circuit de formare h,, care raspunde la fiecare
impuls, x(kT)S(t—kT), cu un impuls de amplitudine x(kT) si duratd 7, plasat pe axa
timpului la t =kT,.
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Astfel se obtine:
Xmiau (1) = X (1) @ hg (1) (2.116)
Analiza spectrala a semnalului MIAU
Conform teoremei integralei de convolutie in timp, expresia X,y (o) se calculeaza

astfel:
(1.120)

XMIAU(@)(z_IZmXOe((D)'Hf(“)) (2.117)

unde
o 2 0T
Hi(0)=A, e e s1nc( ;j (2.118)
Aplicand (2.101),

X, (@)= Ti iX(m—nQp) $i(2.118) la (2.117),
rezulta ca:
o™
XMIAU(m):Ap;—peJ 2 smc[mz J > X(o-n0 N (2.119)
p n=—oo

Modulul densititii spectrale de amplitudine in cazul semnalului MIAU devine:
T
|XMIAU (o)| A T—smc( 2 J ZX((:) nQ ) (2.120)
P n=—o

Reprezentarea graficd a modulului densitatii spectrale de amplitudine pentru
semnalul MIAU este prezentata in figura 2.45.
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Fig. 2.45 Reprezentarea |XMIAU (w]
Observatii:
> Relatia (2.120) arata ca |XMI AU (w) este o repetare a spectrului semnalului
modulator, la nQ,.

» Deosebirea dintre MIAU si MIAN consta in faptul ca in cazul modulatiei uniforme
apar deformari ale spectrului semnalului modulator datorate infasuritoarei. Aceste
deformari poarta denumirea de efect de apertura.
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> Efectul de aperturi se reduce odati cu mirirea raportului —-.

T

» Efectul de aperturd din banda de baza (]m| < mM) este neglijabil la 7, mic

Concluzie:

MIA este utilizata ca metodd de baza pentru folosirea intensiva a unui canal
detelecomunicatii prin multiplexare in timp, in opozitie cu multiplexarea in frecventa. In
figura 2.46 este ilustrat principiul multiplexarii in timp.

Canalul de telrcomunicatii “se imparte” in timp la emisie intre (in cazul acestui

exemplu) trei cdi A, B, C prin intermediul comutatorului electronic K. Acesta rdmane un
interval de timp t_, pe fiecare cale, reludndu-si ciclul de rotatie la fiecare interval
T, (Tp >> rp).

In acest mod are loc MIA avand ca semnal modulator pe X ,,Xp,X¢ §i ca purtitor

p

un semnal X (t) format din impulsuri dreptunghiulare de durata 7, care se repeta (pentru
fiecare cale) la intervalul T, .

Pe canalul de telecomunicatie esantioanle cailor apar intretesute
A,,B,,C,,A,,B,.C, ...

Reconstituirea semnalelor la receptie se face prin rotirea comutatorului K, identic
st sincron cu K_. Se obtin semnalele esantionate corespunzatoare din care X ,,Xp,X S€

recupereaza prin filtrare.
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Fig. 2.46 Principiul sistemelor de telecomunicatii cu multiplexare in timp
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2.4.2. Modulatia impulsurilor in pozitie M.I.P.

In cazul MIP semnalul modulator x,(t) comandi modificarea cu Ap(t) a pozitiei
impulsurilor semnalului purtator x (t), prezentat in figura 2.39. In continuare se va

considera ca semnalul modulator este sinusoidal.
Expresia generald a unui semnal MIP este:

e (t) = X, [t + Ap(t)] 2.121)
unde Ap(t) se numeste deviatia pozitiei impulsurilor.
Dupa cum s-a precizat la Inceputul acestui paragraf, se va specifica daca modulatia
pozitiei se face prin intermediul fazei initiale sau a frecventei instantanee.
» Modulatia pozitiei are loc prin modulatie de faza, M.LP = M.1L.®., daca:
Ap(t) =k, x(t) (2.122)
unde -k - este constanta modulatorului de faza.
In acest caz MIP se face prin deplasarea pozitiei initiale. Pentru cazul in care
semnalului modulator este sinusoidal, x,(t)=a, sin(®,t), expresia (2.121) devine:
kp=1
Ap(nTp): k,a,sin(o,nT,) Z a, sin(wonT,) = Apy; sin(®,nT,) (2.123)
unde Ap,, =a, este deviatia maxima a pozitiei impulsurilor.
Se observa ca Ap,, nu depinde de frecventa semnalului modulator.
» Modulatia pozitiei are loc prin modulatie de frecventa, M.I.P = M.LF., daca:

Ap(t) = kpjx(r)dt (2.124)
0

In acest caz MIP se face prin deplasarea frecventei instantanee. Pentru cazul in care
semnalului modulator este sinusoidal, x,(t)=a,sin(w,t), deviatia pozitiei impulsurilor
devine:

¢ k,a
Ap(t)= kpj a, sin(w,t)dt = —> 2 cos(m,t)
0 ®o
Noténd AQ =k a, deviatia de frecventa, rezulta ca:

Ap(t) = AQ cos(mt) (2.125)
®
iar expresia (2.124) devine:

Ap(nTp): i—Qcos(mOnTp) = Apy; cos(wynT)) (2.126)
0

AQ . - e .
unde Ap,, = — este deviatia maxima a pozitiei impulsurilor.

®
Se observa ca Ap,, depinde de frecventa semnalului modulator (a mesajului).
Observatie:

» Cu exceptia defazajului suplimentar de 5 alocat mesajului, efectul asupra deviatiei

pozitiei impulsurilor dat de (2.123) M.LP = M.L®., este acelasi cu cel dat de (2.126)
M.LP = M.IF.

Modulatia in pozitie a unui purtdtor In impulsuri x (t) cu un semnal modulator

sinusoidal x(t) este reprezentatd in figura 2.47.
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Fig. 2.47 Modulatia impulsurilor in pozitie MIP

Pentru ca impulsurile rezultate in urma modulatiei sd nu alunece unele peste altele
este obligatoriu a se indeplini urmatoarea conditie:

T}
Apy < (2.127)

Ca si in cazul modulatiei impulsurilor in amplitudine, modulatia in pozitie se poate
obtine prin modulatie naturala, MIPN, sau uniforma, MIPU.

Analiza spectrala a semnalelor MIP fiind relativ complicata, se prezintd doar
expresiile finale ale densitétilor spectrale ale semnalelor MIP.

0 —in » (@) 0
Xyen (@) =21A 1, > e s sinc[n ;Tp] ZJk(nQpApM)S((D—nQp —kcoo)(2.128)

n=-—oo k=-w

0

,jwri 0T 0 .
Xy (@)= A,T,e 2 sin C[T"j > T (0Apy) Y e ikeo-ohe (2.129)
k=—o0 n=—o
Observatie:
» Functiile de densitate spectrala contin o infinitate dubla de componente cu
amplitudini proportionale cu functiilor Bessel.

» Componentele importante ale spectrului sunt situate in interiorul benzii ® < 2n .

T
Celelalte componente au valori neglijabile.

» Spectrul semnalelor MIP este mai mare decat spectrul semnalelor MIA.

» Pentru ca prin deplasarea impulsurilor din pozitia originald sa nu apara suprapuneri
intre impulsuri adiacente (respectarea conditiei 1.127) este necesard o ingustare a
impulsurilor. Aceasta comprimare in timp este echivalentd cu extinderea in frecventd, deci
banda de frecventa ocupatd de semnal va fi mai mare.

» Avantajul semnalelor MIP consta in simplitatea sistemelor modulare-demodulare,

precum i In protectia sporitd fatd de zgomote.



118
2.4.3. Modulatia impulsurilor in durata M.L.D.

Analiza si prelucrarea semnalelor

In cazul MID semnalul modulator x,(t) comandi modificarea cu At(t) a duratei
impulsurilor semnalului purtator x (t), prezentat in figura 2.39. In continuare se va

considera ca semnalul modulator este sinusoidal.
Durata impulsurilor semnalului modulat este modificata dupa legea

1(t) =1, +At(t) (2.130)
unde

At(t) =k x,(t) (2.131)

Modulatia in durata a unui purtator in impulsuri x,(t) cu un semnal modulator

sinusoidal x,(t) este reprezentatd in figura 2.48.
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Fig. 2.48 Modulatia impulsurilor in duratda MID

Introducand notatia

Aty = maxfk|x, ()} (2.132)
rezultd ca pentru a putea recupera semnalul de baza (modulator) este necesar ca:

P
Aty <71, < > (2.133)
Functiile de densitate spectrala corespunzdtoare semnalului x,;,(t) conduc la

expresii analitice a caror prelucrare depaseste cadrul alocat acestui curs.
Observatie:

» Spectrul semnalelor MID este mai mare decat spectrul semnalelor MIA.

» Semnalele cu MID sunt utilizate mai ales in aparatura de masuare si control si in
mai micd masura in sistemele de transmisitere a informatiei.
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